Center for Statistik MPAS
Handelshgjskolen i Kgbenhavn Tue Tjur
Marts 2010

Notat 2.

Kort om klassisk portefgljeteori

1. Optimale portefgljer.

Antag at vi har et belgb w til radighed, som vi vil investere i veerdipa-
pirer. Et vaerdipapir kan f.eks. vaere en aktie, en obligation, en andel i en
investeringsforening eller for den sags skyld et ejerskab til fast ejendom
eller et indestaende i en bank. T det fglgende omtaler vi dem allesammen
som aktier, da det er det projektet handler om. Desuden vil vi i dette
notat for nemheds skyld hele tiden arbejde med en tidshorisont pa ét ar,
saledes at det er portefgljens veerdi om et ar vi forsgger at optimere.

Antag at der er n aktier, nummereret 1,...,n, at vaelge imellem. Desu-
den er der et “papir” med en serlig status, kaldet den risikofrie inve-
stering med fast rente rg, som vi tildeler nummeret 0. Problemet med
aktier og (i lidt mindre grad) obligationer er jo, at man ikke kan vide
hvad de er veerd om et ar. Hvis man vil vaere (naesten) 100% sikker pa
hvad man har til radighed om et ar, ma man satte sine penge ind pa
en konto med fast rente i et bundsolidt pengeinstitut, kgbe statsobliga-
tioner som udlgber om et ar eller lignende. Sa vil man til gengaeld ikke
fa sa hgj rente som man i gennemsnit far ved mere usikre investeringer.

De nuvarende kurser (priser) pa de n forhandenverende aktier betegnes
med z1,...,2,. Vi kan s@tte xy = 1, svarende til at enheden her er
“1 kr.” (indsat pa bankkontoen). Den portefolje vi skal sammensatte
kommer sa til at besta af Ay kr. risikofrit investeret, A1 enheder af aktie
nr. 1, Ay enheder af aktie nr. 2, ..., hvor AN’erne er ikke-negative vaegte
med

)\0$0+)\1$1+)\2$2+"'+)\n$n:’w.

Lad X4,..., X, betegne kurserne efter 1 ar. Vi kender dem ikke, sa vi
fortolker dem naturligt som stokastiske variable. Helt urealistisk lader vi
som om vi kender deres simultane fordeling. Det ggr man naturligvis ikke
i praksis, men undskyldningen for alligevel at lade som om vi ggr det, er,
at man til en vis grad kan estimere denne fordeling ud fra historiske data.
For den risikofrie investering — som netop adskiller sig fra de andre ved
tkke at vaere stokastisk — skal vi selvfglgelig seette Xg = 1+ 7.

Portefgljens veerdi efter et ar kan nu skrives

W =XXo+ M X1+ -+ 21X,



Dette er en stokastisk variabel, hvis fordeling i princippet kan beregnes.
Sa hele problemet omkring optimering af portefsljen er hermed trans-
formeret til folgende problem: Hvilke egenskaber ved fordelingen af en
portefpljes veerdi (og det kunne jo for eksempel vaere en persons samlede
pensionsopsparing) er gnskveerdige?

Det umiddelbart indlysende svar — som ganske vist ikke er det endelige
svar, da det helt ignorerer faenomenet risikoaversion — er, at det geelder
om at gore middelverdien (i denne sammenhaeng ogsa kaldet den aktu-
armessige vaerdi)

EW = )\0(1 + 7"0) + )\1EX1 + )\2EX2 + -+ )\nEXn

sa stor som muligt. Dette optimeringsproblem har (som man let kan
indse) folgende lgsning. Lad 1+ ry = EXy/zy,...,1 4+ r, = EX,,/x,
betegne de forventede forrentninger af de n aktier (og bemserk, at vi ogsa
har 1+ ro = EX(/xo for den risikofrie investering). For den aktie (eller
den risikofrie investering, som det i princippet ogsa kunne vare) i =
imax, sSom har den stgrste forventede rente r;, ssetter vi \; . = w/z;___,
alle de andre XN'er sattes lig med 0. Med andre ord: Hele formuen w
investeres i den aktie, som har det hgjeste forventede udbytte pr. kr.

Som enhver investor (og enhver bankradgiver, med nogle fa pinlige und-
tagelser fra Roskilde) ved, er det helt afgjort ikke sddan man skal ggre.
Med mindre man er meget spilleglad skal man sprede sine investeringer
over flere forskellige aktier, for hvis man satter alle pengene pa en enkelt
ville det jo veere fatalt hvis netop dette firma klarede sig darligt i arets
lgb. Den matematiske formalisering af dette princip — en efterhanden
gammel sag, der skyldes gkonomer som von Neumann, Morgenstern,
Markowitz og Sharpe — kan kort beskrives som fglger:

I stedet for at maksimere det forventede udbytte EW vil den fornuftige
investor (mere eller mindre bevidst) sgge at maksimere et kriterium af
formen Eu(W), hvor u er en voksende konkav funktion, i denne sam-
menhaeng kaldet en von Neumann—Morgenstern nyttefunktion. Man kan
faktisk bevise en forholdsvis dyb gkonomisk saetning, som siger at en
investor der ikke opforer sig pa den made, agerer inkonsekvent, idet han
kan narres til at foretage en rackke transaktioner som samlet forer til et
tab.

Konkaviteten af u bevirker, at en portefglje med hgjt forventet udbytte
og stor spredning kan vaere darligere end en portefglje med lidt lavere
forventet udbytte og mindre spredning. Teorien afspejler saledes den
typiske investors risikoaversion, som i sin mest ekstreme form kan illu-
streres ved situationer som folgende. Antag, at du kan vaelge mellem

1. At fa udbetalt 1000 kr.

2. At fa udbetalt et belgb som afthanger af et mgntkast, 2000 kr. hvis
udfaldet er krone og 0 kr. hvis udfaldet er plat.
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For begge situationer gelder jo, at den forventede vaerdi af udbetalingen
netop er 1000 kr. Men de fleste ville nok veelge nummer 1. Nummer 2
kunne komme pa tale, hvis man netop stod og manglede 2000 kr., eller
bare var helt vild med enhver form for gambling. Men aversionen mod
risiko ville nok vinde hos de fleste, og dette ville vaere endnu mere udtalt
hvis man sendrede belgbene til, for eksempel, 10 millioner og 20 millioner
i stedet for 1000 og 2000. For de fleste mennesker er forskellen mellem
10 og 20 millioner jo ret betydningslgs i forhold til springet fra ingenting
til 10 millioner.

Det viser sig, at fortolkningen af denne matematiske formalisme bliver
seerligt simpel under fglgende yderligere antagelser:

1. Fordelingen af (X1,...,X,,) er en flerdimensional normal fordeling.

2. Nyttefunktionen u har den specielle form
u(W) = —exp(—W).

for en passende konstant v > 0

Under disse antagelser kan man (uden alt for stort besveer, prov selv)
vise at

Eu(W) = —exp (—fy <EW - gvar(W)>) .

Det betyder abenbart, at en optimal portefslje fas for de vaerdier af
Ao, A1, - - -5 Ap sSOom maksimerer

EW — gvar(W)

under bibetingelsen Ao + A1z + Aoxo + -+ -+ A\, = w. Dette kriterium
er sa pent og intuitivt forstaeligt, at man ofte benytter det helt uden at
interessere sig for om forudsatningerne (normalitet af fordelingen og den
eksponentielle form af nyttefunktionen) er opfyldt. Og det vil vi ogsa
gore i det fglgende. I det generelle tilfzelde kan kriteriet EW — Jvar(W)
opfattes som en approksimation, idet man ved Taylorudvikling til og
med anden orden af nyttefunktionen u i punktet EW kan vise at

Eu(W) ~u (EW + %%var(W)) =u <EW - %’y(EW)W}r(W))
hvor "(EW)
= e

er den sakaldte (grad af) risikoaversion, som altséa i almindelighed er en
funktion af EW. Kun i det specielle tilfaelde, hvor nyttefunktionen kan
skrives pa eksponentiel form, er den konstant (og lig med den parameter,
som vi i denne forbindelse ogsa kaldte for 7).
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At det kriterium vi skal maksimerere afthaenger voksende af fordelin-
gens middelvaerdi (det forventede udbytte) og aftagende af dens varians
forekommer jo helt rimeligt. Fortolkningen af v som graden af risikoaver-
sion virker ogsa rimelig: For v = 0 reducerer kriteriet jo til, at vi skal
maksimere EW (ingen risikoaversion overhovedet). For 4 — oo bliver
kriteriet mere og mere til, at vi skal minimere variansen helt uden hen-
syn til det forventede udbytte, hvilket i graensen bliver til at alle pengene
skal investeres risikofrit.

2. Den optimale portefglje for n = 2.

For vi ser pa den generelle situation er det instruktivt at se pa tilfaeldet
n = 2. Vi begynder med at se pa situationen hvor X; og X5 er stokastisk
uafhaengige. Her viser det sig at veere let at give et lukket udtryk for
den optimale portefglje, som ikke involverer matriksinversion o.l. Antag
at X1 og Xo er normalfordelte med middelveerdier py = (1 + r1)z1 og
o = (14 73)x2 og varianser o og o3. Vi satter, i logisk forleengelse af
disse betegnelser, pg = 1 + ro. Hvis vi handterer bibetingelsen ved at
saette
)\0 =W — ()\15171 + )\25172)

reducerer problemet til, at vi skal maksimere
(w — (A1 + Aow2)) po + Arps + Aapiz — % (Aol + A303)

For v > 0 er det let at indse, at dette andengradspolynomium i A; og
Ao har et entydigt maksimum, nar vi ser bort fra kravet om at A’erne
skal veere > 0. Vi begynder med at finde dette maksimumspunkt ved at
lpse de to ligninger, der saetter de to partielle afledede lig med 0. Sa ma
vi bagefter diskutere hvad man skal stille op — og hvad det betyder —
hvis en eller flere af de tre koefficienter bliver < 0. Ligningerne bliver

—wipio + p —Y0IA =0 0og  —@apig + p2 —Yo3A =0,
med lgsninger

_ M1~ Tifo

_ M2 — T2/0
voi

A1
Y03

og A2

Vi ser, at en koefficient A; i dette simple tilfeelde bliver negativ hvis
og kun hvis den tilhgrende aktie har lavere forventet udbytte end den
risikofrie investering. En sadan aktie ville man selvfplgelig aldrig in-
vestere i, sa i praksis er dette ikke noget problem. I opgaven vil vi
handtere negative koefficienter simpelthen ved at udelukke de tilhgrende
aktier fra dem vi kan vaelge imellem. Men en negativ koefficient kan fak-
tisk tilleegges en konkret betydning, som (maske) kunne veaere relevant
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for en professionel investor. Umiddelbart er det jo klart, at hvis man i
forvejen har nogle af disse aktier skal man s&lge dem. Hvis man ikke har
nogen kan man maske lane nogen (mod et mindre gebyr), saelge dem og
investere pengene i noget bedre, og — nar aret er gaet, og kursen som
forventet er faldet til noget mere rimeligt — kobe dem igen og levere
dem tilbage. Eller man kan udstede “kopiaktier” med garanteret samme
betalingsflow som de aegte aktier, og seelge dem. Sadanne mangvrer gar
under betegnelsen “short selling”. De kraever at omverden har urokkelig
tillid til én, og er derfor irrelevante for langt de fleste investorer.
Koefficienten A\g = w — (A1z1 + A222) kan ogsa ga hen og blive negativ,
men det har en anden betydning. Rent teoretisk svarer det til, at det
ville kunne betale sig at lane Ag kr. til rente ry og bruge dem til at
kgbe aktier for. For den almindelige investor er dette rent hypotetisk,
da udlansrente og indlansrente jo plejer at vaere meget forskellige. Vi vil
fortolke det saledes, at hele belgbet skal investeres i aktier. Det vil blive
forklaret mere praecist senere.

I det lidt mere komplicerede tilfselde hvor (Xi, Xs) folger en vilkarlig
todimensional normalfordeling kan man ogsa lgse optimeringsproblemet,
eksplicit. Vi springer udregningerne over og viser resultatet:

H1—Z1Mo _ H2—T2/0 H2—Ta2pto P11 —T1M0
)\1 — o1 p (o) )\2 — o2 p o1
vo1(1 — p?) vo2(1 — p?)

hvor p er korrelationen mellem X; og Xs. Et lidt mere kompliceret
resultat, men man kan da i det mindste se, at hvis parametrene i de to
fordelinger er nogenlunde ens og/eller p ikke ligger for teet pa 1, sa vil Ay
og A2 blive positive (stadig under forudsaetning af at aktierne har hgjere
forventet udbytte end den risikofrie investering).

Bemzerk fglgende to fundamentale egenskaber ved lgsningen, som angar
portefgljens “risikable andel” A\; X7 + A2 X5 eller — som vi passende kan
kalde den her — aktieandelen:

(1) Aktieandelen er omvendt proportional med risikoaversionen -y, men
afhaenger ikke (!) af den samlede investering w.

(2) Aktieandelens relative sammensatning (i dette tilfselde forholdet
mellem A1 og \y) atheenger ikke af risikoaversionen 7.

Disse to egenskaber viser sig at holde generelt (altsa ogsa for n > 2,
vilkarlig flerdimensional normalfordeling af X’erne). Egenskaben (1),
som nedstammer direkte fra antagelsen om en eksponentiel nyttefunk-
tion, ma desvaerre siges at vaere ret urealistisk, med mindre den suppleres
med en specifikation af hvordan v skal aftage nar w vokser. Hvis v op-
fattes som en konstant, der afspejler investorens urokkelige holdning,
indebaerer (1) jo at nar blot w overstiger den beregnede aktieportefalje
(A1z1 + A2x2), sa er det belgb der skal investeres i aktier uafthaengigt af
det samlede belgb w.



I den praktiske brug af portefsljeteorien er det derfor resultatet (2),
snarere end den endelige beregning af en optimeret portefslje, der er
det vigtigste. Det man i bedste fald kan bruge teorien til er at give et
fornuftigt bud pa aktieandelens relative sammensatning. Fastlaeggelsen
af balancen mellem den risikofrie andel og aktieandelen vil man typisk
foretage ved mere jordneere overvejelser, som ikke kraever, at man tager
stilling til hvad risikoaversionen ~ skal saettes til ved optimeringen. Nogle
investeringsradgivere benytter diverse tommelfingerregler for, hvad for-
holdet mellem de to andele bgr veere. Vi skal senere forklare hvordan
afbalanceringen kan foretages ved en vurdering, som er relateret til be-
grebet “value-at-risk” (VaR).

3. Beregning af den optimale portefslje generelt.

Lad X betegne n x 1 sgjlevektoren bestaende af de n ukendte koefficienter,
x tilsvarende n x 1 sgjlevektoren der indeholder kurserne z1,...,z,, og
antag at X = (Xy,...,X,,) er normalfordelt med middelveerdivektor
p (ligeledes n x 1) og kovariansmatriks ¥ (n x n). Vi skal sa, idet
bibetingelsen igen handteres ved at ssette \g = w — (A 21+ -+ A\pxy),
maksimere

E(W) — %var(W) = (w— Ay + -+ Ay o + N p — %A’E)\

= wpo + N (g — pox) — %XZ)\.

Andringen af denne stgrrelse, nar A sendres til A + A for en vektor A
med (infinitesimalt) sma elementer, ses at vaere

A (i — pox) — gA’EA - gxm - gA’EA

= A" ((p = pox) — ¥EN)

(hvor vi i den sidste udregning har ignoreret et led som er lille af anden
orden i A). T maksimumspunktet mé der derfor gaelde

(1 — poz) —¥EA =0
hvoraf folger, at den optimale portefglje fas for

1
A= =S"Ypu— poz).
fy

Denne lgsning skal selvfglgelig korrigeres pa en eller anden made hvis en
eller flere af A’erne bliver negative. Det enkleste er at ekskludere aktier
med negativ koefficient og gentage udregningen. Denne procedure ma
man sa gentage indtil alle koefficienterne er ikke—negative. Hvis Ag er
negativ ma man fjerne den risikofri andel og omnormere aktieandelen
tilsvarende.



4. Et gennemregnet eksempel (frit efter Carsten Sgrensen).

200 kr. skal investeres i to aktier med kurs 100, forventede udbytter
1 = 110 og pe = 108, stokastisk uafhaengige og begge med varians
400, samt den risikofrie investering som har rente 4%. Risikoaversionen
seettes (helt arbitreert) til v+ = 0.02. Folgende R—program foretager
beregningerne:

rm(list=1s())

# Input

gamma <- 0.02

mu0 <- 1.04

w <- 200

x <- rbind(100,100)

mu <- rbind(110,108)

S <- matrix(c(400,0,0,400),2,2)
#

# Beregninger

\4

lambda <- solve(S,mu-muO*x)/gamma

Lambda <- rbind(w-sum(lambda*x) ,lambda)
Andele <- rbind(w-sum(lambda*x) ,lambda*x)
res <- cbind(rbind(0,1,2),Lambda,Andele)

#
# Vegte og andele i portefgljen:

vV VVV VYV V VVV YV VVYV VYV

round(res,4)
[,11 [,2] [,3]
[1,] 0 75.00 75
[2,] 1 0.75 75
[3,] 2 0.50 50
> forventet <- sum(lambda*mu)+muO*(w-sum(lambda*x))

> #
> # Forventet slutbelgb:

> round(forventet,2)
[1] 214.5
> #
> # Forventet udbytte i procent:
> round((forventet-w)/w*100,2)
(1] 7.25
> sd <- sqrt(t(lambda)%*%S%*%lambda)
> #
> # Standardafvigelse pa slutbelgb:
> round(sd,?2)
(,1]
[1,] 18.03
> #
> # Sandsynligheden for negativt udbytte:
> round(pnorm(-(forventet-w)/sd),8)
[,1]
[1,] 0.2106075
> #
> # For aktieandelen af portefgljen:

7



> # Forventet slutbelgb:

> round(sum(lambda*mu) ,2)

[1] 136.5

> # Forventet udbytte i procent:

> #

> round (sum( (mu-x)*lambda) /sum(x*lambda)*100,2)

(1] 9.2
> #
> # Standardafvigelse pa slutbelgb:

> round(sd,?2)
[,1]
[1,] 18.03

> #
> # Sandsynligheden for negativt udbytte:

> round (pnorm(-sum( (mu-x) *lambda)/sd) ,8)
[,1]

[1,] 0.2617677
Her er konklusionen fgrst og fremmest, at aktieandelen af portefgljen skal
besta af de to aktier i forholdet 3:2. Derimod er der ingen seerlig grund
til at foretraekke den balance mellem den risikofri andel og aktieandelen
som lgsningen laegger op til, for den athaenger jo af v, som vi har fastsat
helt arbitreert.

5. Balancen mellem risikofri andel og aktieandel.

Som vi kan laese sidst i R-programmet har den optimale portefglje
75Xo + 0.75X7 + 0.50X5 middelveerdi 214.5 standardafvigelsen 18.03,
hvoraf fglger at sandsynligheden for at denne normalfordelte variabel er
mindre end 200 (altsa sandsynligheden for at portefsljen ender med at
veere mindre vaerd end den kostede) er udregnet til 21.06%. Det ma
vist siges at veere i overkanten af det acceptable. Samme beregning er
foretaget for aktieandelen af portefgljen, og her fas naturligvis en endnu
storre sandsynlighed for tab (26.18%). Det er klart at vi omvendt, ved
at forgge den risikofrie andel og tilsvarende formindske aktieandelen, kan
opna at denne sandsynlighed nedsattes til noget mere passende, f.eks.
5% eller 1%.

Udregningerne i denne forbindelse ser generelt sadan ud: Lad
A=MX1+ -+ X,
betegne veaerdien af aktieandelen efter 1 ar. Seet
pa=EA=Xps+- -+ Anpin

0g
o4 = var(A) = VT,
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Med
a=MANzT1+ -+ A\Tn

betegner vi den oprindelige pris for denne rene aktieportefglje. Bemaerk
at normeringen er arbitreer, vi antager ikke at a = w. M'erne kan vi
saledes finde ved at lgse optimeringsproblemet for en hvilken som helst
veerdi af y. Vi begynder med at lgse fglgende problem: For en given
“sikkerhedssandsynlighed” « (f.eks. 0.01 eller 0.05), bestem (en ny veerdi
af) A\p > 0 saledes at

P()\()(l—l—’l“())—f-AS )\0+a) = .
Vi omskriver denne betingelse til
P(A—pa<a—Xro—pa)=a.

Det betyder, at stgrrelsen a — Agrg — pua pa hgjre side af ulighedstegnet
netop skal veere a—fraktilen i fordelingen af A — p 4, dvs.

—OAUq = a4 — AoTo — A
hvor —u,, er a—fraktilen i den normerede normale fordeling, dvs.
Uy = P7H1 - a).

Heraf fas

1
Ao =—(a—pa+oauy) -
To
Bemeaerk at Ao kan blive negativ. Det sker hvis aktieandelens pris a er
mindre end den “worst case” veerdi g —o au, af A, som vi har benyttet.
I sa fald er aktieandelen abenbart sikker nok i sig selv, idet der jo geelder

P(A<a)<a.

I princippet betyder det, at det kan betale sig at lane penge til den faste
rente og investere dem i aktier. Men — endnu engang — da den almin-
delige investor ikke kan lane penge til renten 7y er dette en hypotetisk
konstruktion. Det eneste fornuftige i praksis vil veere at sette A\g = 0, og
altsa udelukkende investere i aktier. Dette er i gvrigt noget der naeppe
vil ske i praksis, hvor volatiliteten for rene aktieportefsljer oftest er for
stor til at sikre overskud med sandsynlighed 0.01 eller 0.05 pa arsbasis.

Hermed har vi fundet en portefglje A\g(1 + r9) + A som er en blanding
af den risikofrie investering og en optimalt sammensat aktieandel, i et
blandingsforhold som netop sikrer at portefgljens endelige veerdi er min-
dre end dens oprindelige pris med sandsynlighed lig med (evt. mindre
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end) a. Herefter kan vi konstruere en portefslje med alle de gnskede
egenskaber ved en simpel renormering, altsa ved at saette

W = C()\o(l —f-?"o) —f-A)

hvor konstanten c fastleegges, sa prisen for portefgljen netop bliver det
belgb w vi har til radighed for investering;:

c(Ao+a)=w

eller
w w

:)‘O+a:)\0+)\1$1+"'+>\nmn.

c

Vi illustrerer ved i fortsettelse af eksemplet fra afsnit 4 at konstruere en
portefglje som bestar af en aktieandel med den rigtige sammensaetning
(3:2) og med en andel af risikofri kapital som er afbalanceret saledes at
sandsynligheden for at tabe penge pa investeringen er 1%:

> # Beregning af risikofri andel, nar sandsynligheden

> # for tab skal vare 0.01:
> muA <- sum(lambda*mu)
> a <- sum(lambda*x)
> alpha <- 0.01
> lambda0 <- (a-muA+sd*qnorm(l-alpha))/r0
> ¢ <- as.numeric(w/(lambdaO+a))
> lambdaO <- lambdaOx*c
> lambda <- c*lambda
> Lambda <- rbind(lambda0O,lambda)
> Lambda
[,1]

[1,] 171.7823663
[2,1] 0.1693058
[3,] 0.1128705
> Lambda*rbind(1,x)

[,1]
[1,] 171.78237
[2,] 16.93058
[3,] 11.28705

Med den sikkerhedsmargin vi har valgt (max 1% sandsynlighed for nega-
tivt afkast) er konklusionen altsa, at vi skal investere saledes: For 171.78
kr. risikofri kapital, for 16.93 kr. aktie 1 og for 11.29 kr. aktie 2.

6. Estimation af parametrene.

I optimeringsalgoritmen indgar den faste rente rg, samt middelveerdi-
vektor og kovariansmatriks for den normale fordeling af (Xy,..., X,,).
Risikoaversionen indgar ikke, den kan fastsaettes arbitreert under udreg-
ningen.
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Med en investeringshorisont pa 1 ar skal rq i princippet fastsaettes som
den forrentning man kan opna ved kgb af realkredit— eller statsobliga-
tioner som udlgber om et ar. Det nsermeste vi kan komme til dette
(bedre forslag modtages med glaede) ser ud til at vaere den korte rente
pa investeringstidspunktet, som man kan downloade fra diverse finan-
sielle websider. Det har ikke umiddelbart veeret muligt at finde sadanne
data som gar helt tilbage til 1994. I mangel af bedre kan man maske
bruge ro = 0.04 for de par ar der mangler.

Middelvaerdier og varianser for de enkelte kursserier og kovarianser imel-
lem dem ma man estimere, for eksempel ud fra data fra aret fgr det ar,
hvor investeringen skal lgbe. Lad

CR—e
RN
NOR

FERC)

betegne de n serier, skrevet op som sgjlerne i en matriks (i vores tilfzelde
altsd en ca. 262 gange 20 matriks). Hvis perioden er et kalenderar

betegner xgj ) altsa kursen for aktie j pa borsdag t. t =T er arets sidste

dag, og t = 0 er sidste dag i det foregaende ar. Den simpleste anvendelige

model for sadanne data gar ud pa, at sterrelserne

;U,Ej)
()

Ty

ygj) = log = log xgj) — log xg)_l)

opfylder fglgende: De n—dimensionale stokastiske variable

Y = (y§1)77y§n)> 5 t:l,...,T

er uafhengige, identisk n—dimensionalt normalfordelte med middelvaer-

divektor p = (p1, ..., n) og kovariansmatriks
2
01 pP120102 ... P1p010p
2
P120102 ) e P2n020p
¥ =
2
P1n010n P2n020n ... Op

Disse parametre kan estimeres pa sadvanlig made ved den empiriske
middelvardivektor og den empiriske kovariansmatriks.

11



Begrundelsen for den stokastiske uathaengighed af kurserne til forskellige
tidspunkter er, at hvis der ikke var stokastisk uafheengighed her kunne
man benytte athaengigheden til at forudsige kurser ud fra tidligere ob-
serverede kurser, og pa denne made opna en spekulationsgevinst som —
hvis den blev udnyttet af alle, eller bare af mange — ville blive udlignet
af de deraf fglgende kurssendringer. Begrundelsen for normaliteten er
ren bekvemmelighed (og den er heller ikke altid opfyldt, ofte ses forde-
linger med paviseligt tykkere haler end normalfordelingen), men til vores
formal er den sikkert god nok.

Det er imidlertid ikke kun bekvemmelighed, som er begrundelsen for
at det er de logaritmiske tilvekster, og ikke tilvaeksterne af selve kurs-
erne, der skal veere normalfordelte. Ser man for eksempel pa forholdet

mellem to kurser, x,gj ) /xgi), sa er det jo oplagt ikke naturligt at an-
tage denne stgrrelse normalfordelt, fordi dens inverse er en variabel af
ngjagtig samme slags, og derfor sa ogsa burde vaere normalfordelt. Der-
imod passer det fint at antage at logaritmen til dette forhold er normal-
fordelt, for sa bliver jo logaritmen til det inverse forhold automatisk ogsa
normalfordelt. Noget lignende gaelder om de succesive forhold ;U,EJ ) / $§]_)1
mellem kurser for samme aktie. Blandt andet fordi vi dermed undgar
problemet med, at en normalfordelt variabel i princippet altid kan blive

negativ med en positiv sandsynlighed.

Ved at antage, at de logaritmiske tilvaekster (y’erne) er normalfordelte,
har vi principielt ogsa antaget at selve kurserne (z’erne) ikke kan vaere
det. Det er jo i modstrid med antagelserne bag teorien for optimering af
portefgljer, sadan som vi har prasenteret den. Men i praksis har dette
ikke den store betydning, af fglgende grund. Betragt, for en given aktie
(idet vi nu udelader index j, og f.eks. skriver y; i stedet for ygj ) etc.) den
stokastiske forrentning

T IrT T rr—
L+ R="F === —— —exp(yr +yz2+ - +yr)

To .I'o:l?l.“ rr

af den givne aktie hen over investeringsperioden. Den vil for det meste
veere af storrelsesorden |R| < 0.2. Vi kan derfor med acceptabel ngjag-
tighed bruge 1. ordens Taylor—approksimationen

l1+R~1+y1+y2+--+yr.

Vi kan endda ggre noget som er lidt bedre ved at lade summen af y’ernes
afvigelser fra deres forventede veerdi optraede som det “lille tal” i ap-
proksimationen:

14+ R=exp((yr —p) + (y2— p) + -+ (yr — p) + Tp)

=exp((y1 —p) + (Y2 — p) + -+ (yr — p)) exp(T'p)
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Rexp(Tu)(1+ (1 —p) + (W2 —p) + -+ (yr — 1)) -
Af denne approksimative omskrivning fglger, at 1 + R er approksima-
tivt normalfordelt med middelveerdi exp(Ti) og varians exp(T'u)?*To?.
Eller, med de oprindelige betegnelser og en lille ekstra (trivel) krglle som
vedrgrer kovarianserne:

Vektoren (Ry, ..., Ry,) af forrentninger
Rj="%_1
To
over den givne periode er, under den statistiske model vi betragter, ap-
proksimativt n—dimensionalt normalfordelt med

B(R,) = exp(Tpy) — 1, var(R;) = T exp(Tp;)?0?
og med kovarianser

cov(Rj, R;) = T exp(T' ;) exp(T' i) pijojoi -

Dette er sa begrundelsen for, at vi vil bruge optimeringsalgoritmen som
beskrevet i afsnit 3-5 med folgende parametre:

Risikoaversionen v kan velges helt arbitreert (f.eks. v = 1), da den
kun indgar som en proportionalitetsfaktor pa aktieandelen, som alligevel
justeres som beskrevet i afsnit 5.

Som fast rente ro kan vi passende tage den korte rente ved investerings-
periodens begyndelse.

Middelveaerdier, varianser og kovarianser for X’erne beregnes ved at ind-
saette estimaterne fra den statistiske model for y’erne i ovenstaende form-
ler. Bemaerk, at 1+ R; ovenfor er den samme stgrrelse som i afsnit 1-3
hed X;/z; (altsa for den periode vi benytter til estimation). Og esti-
matet for p; = 1 4 r; bliver simpelthen

i = exp(TyD) = exp(y{?) + - +y?) = X; /z;.

Der er masser af varianter af denne model som kan overvejes. Perioder
med forgget volatilitet kan helt eller delvis indfanges af ARCH eller
GARCH modeller (som vi nok ikke vil komme ind pa). Faenomener,
som at variansen maske er stgrre hen over en weekend eller ferie end for
bgrsdage som er nabodage, kan man takle med enklere modifikationer.
Men alle disse varianter er nok af mindre betydning, nar det geelder
anvendelsen til optimering af portefsljer. Det altafggrende spgrgsmal,
som der ikke er sa meget at gore ved (ud over at underspge det direkte,
som denne opgave laegger op til) er om modellens parametre er sa stabile
at estimater fra én periode kan bruges til optimering i den naeste. Hvis
dette ikke er tilfaeldet ender vi formodentlig med en portefslje, som
varierer voldsomt fra ar til ar, og som derfor nzppe kan antages at
veere “optimal” i nogen som helst forstand.
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