Kapitel 5

FORDELINGER PA DEN REELLE AKSE

5.1. Kontinuerte fordelinger.

Fra elementaer mekanisk fysik kendes begrebet en punktformet masse.
Man definerer f.eks. et “matematisk pendul” som en vaegtlgs stang af
en given leengde, ophaengt frit i sit ene endepunkt, og i den anden ende
forsynet med en sadan punktformet masse.

Begrebsmaessigt er der en oplagt analogi mellem falgende to objekter fra
henholdsvis fysik og sandsynlighedsregning;:

(1) En (uendeligt lang) vaegtlps stang, hvortil er festnet et (evt. uen-
deligt) antal punktformede masser med sum 1 (= 1 gram, f.eks.)

(2) En diskret sandsynlighedsfordeling pa R.

Analogien behgver nappe yderligere forklaring. I forbifarten skal blot
naevnes, at de fysiske begreber tyngdepunkt og inertimoment her svarer
til de sandsynlighedsteoretiske begreber middelvaerdi og varians.

Nar vi traekker analogien frem her, er det fordi den generalisering, vi nu
skal til at foretage fra diskrete til kontinuerte fordelinger, i alt veesentligt
svarer til den man foretager i fysikken, nar man erstatter systemer af
punktformede masser med faste legemer af given stgrrelse og form, hvis
masse antages at veere jaevnt fordelt over hele legemets rumfang. Og
bortset fra, at de fysiske begreber hgrer til i tre dimensioner, medens
man i sandsynlighedsregningen beskedent starter med én (for til gengaeld
at ende med n), sa er begrebet tethed, som vi skal diskutere i nzeste
paragraf, det sandsynlighedsteoretiske modstykke til det fysiske begreb
massefylde.

ExSEMPEL 5.1.1 (Ligefordelingen pa enhedsintervallet). Betragt en sto-
kastisk variabel X med veerdier i enhedsintervallet [0, 1] med den egen-
skab, at der for 0 < a < b <1 geelder

(%) P(X € a,b]) =b—a.

Der findes ikke noget diskret sandsynlighedsmal, som beskriver denne
situation. For a = b skulle der jo sa galde P(X = a) = 0, svarende
til at alle punktsandsynligheder var 0. Men vi kan konstruere diskrete
fordelinger, som approksimerer denne situation. Hvis vi som X’s forde-
ling tager ligefordelingen pa {%, %, cee %, 1} for et meget stort tal
N € N, sa vil (¥) veere approksimativt opfyldt. For N = 106 vil lige-
fordelingen pa {0.000001, 0.000002, . . .,0.999999, 1.000000} f.eks. kunne
opfattes som fordelingen af en “segte” kontinuert ligefordelt variabel,
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Kontinuerte fordelinger 5.1

som er afrundet (opad) til seks betydende cifre. For N — oo fas i
greensen (hvad det sa betyder) selve ligefordelingen eller den rektan-
gulere fordeling pa enhedsintervallet, som tilfredsstiller (x). Denne for-
deling siges at have tethed 1 pa enhedsintervallet, fordi forholdet mellem
sandsynlighedsmassen i et interval og intervallets leengde netop er 1.

EKSEMPEL 5.1.2 (Eksponentialfordelingen). I forbindelse med Poisson-
fordelingen og den geometriske fordeling var vi neer pa at indfgre en
kontinuert fordeling. Faktisk matte vi, i forbindelse med vores cyklist C
(eksempel 3.6.2) og taxaeksemplet (opgave 3.6.1 og opgave 3.7.3) fore-
tage en del krumspring for ikke at gore det. Lad, for vores cyklist C,
X betegne den preacise distance hun har tilbagelagt, nar hendes forste
punktering indtreeffer. Vi bemaerkede, at antal punkteringer indenfor en
distance pa z kilometer ville folge en Poissonfordeling med parameter
A = 0.003z. Det har vi ganske vist kun benyttet for heltallige km-tal
x, men det er klart at det geelder for vilkarlige x > 0. Heraf folger,
at sandsynligheden for “0 punkteringer i intervallet fra 0 til  km” er

e 0-003% (= Poissonfordelingens punktsandsynlighed i 0). Eller

P(X > .T) — 6—0.0033}-

Ligesom i foregaende eksempel har vi abenbart at ggre med en kontinu-
ert fordeling, idet halesandsynligheden P(X > xz) afhzenger kontinuert
af . I en diskret fordeling vil halesandsynligheden jo aftage i spring,
som finder sted hver gang x passerer et punkt af stgtten. Specielt kan
fordelingen af X ikke beskrives ved en sandsynlighedsfunktion, fordi der
gelder P(X = z) = 0 for ethvert . Men vi kan i stedet, for ethvert
punkt z, angive fordelingens teethed, som er forholdet mellem sandsyn-
lighedsmasse og intervalleengde for et lille interval omkring (eller neer)
x:

P(X €z,z+h]) PX>z)—P(X >z+h)

h h
e—0-003z _ ,—0.003(z+h)
N h
_ —0.0030 1 — ezo.oo:ah’

som for h — 0 konvergerer mod
p(z) = 0.003¢ 00037,

Fortolkningen af teetheden p(x) gar saledes ud pa, at der for et lille
interval [z, z + h] geelder

P(X € [z,z+ h]) =~ p(x)h.
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Taethed 5.2

Fordelingen med teethed p(z) = 0.003e~°-993% kaldes eksponentialforde-
lingen med skalaparameter 1/0.003 = 333.33. Den normerede variabel
Xo = X/333.33 (som er distancen til forste punktering, malt i “middel
punkterings distancer”) vil vaere normeret eksponentialfordelt, dvs.

P(Xo > .To) =e 70,

Tewetheden for denne fordeling bliver abenbart po(zg) = e, ved et
tilsvarende argument.

OPGAVE 5.1.1. Lad X veere ventetiden til fgrste punktering i eksempel
5.1.2. Gor rede for, at

R — ¢—X/333.33 _ ,—Xo

e

er rektanguleert fordelt pa enhedsintervallet, jvf. eksempel 5.1.1.

5.2. Teaethed.
§5.1 var kun opvarmning. Nu gar vi mere brutalt til veerks:

DEFINITION. Ved en sandsynlighedstethed p pa et interval E C R forstas
en funktion p: £ — R, som opfylder folgende to betingelser:

(p1) p(z) >0,

(p2) /E p(z)dz = 1.

EKSEMPEL 5.2.1. For E = [a, b] vil den konstante funktion p(z) = 2
vaere en sandsynlighedstaethed. Den tilsvarende fordeling kaldes den
rektangulere fordeling eller ligefordelingen pa [a, b].

For at preecisere definitionen ovenfor er vi ngdt til at beskaeftige os lidt
med integration. Nar vi taler om integralet fab f(z)dz eller [, f(z)dz
af en funktion f pa [a, b] vil vi i forste omgang antage, at f er en “paen”
funktion, hvormed vi mener en begraenset, kontinuert — eller i det mind-
ste stykkevis kontinuert — funktion. Integralet kan sa defineres pa ssed-
vanlig made, f.eks. ved

b - n -
/a f(a:)d;v:nli_{globna;f<a+(i—%)>< bﬂ“).

Her er udtrykket pa hgjre side (efter limes—tegnet) en sakaldt middelsum.,
i dette tilfaelde svarende til inddelingen

b—a

b—a
a<a+—<a+?2 <o <ZDb
n
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af intervallet [, b] i n lige store intervaller. Veerdierne f (a + (i — 3)2=2)
er her valgt som funktionens vardier i de tilsvarende intervalmidtpunk-
ter, men de kan erstattes med f(z;) for vilkarlige z; € [a+(i—1)22, a+
i2=2]. T tilfeelde af en kontinuert funktion f er konvergensen for n — oo
en velkendt konsekvens af en hovedsaetning om kontinuerte funktioner.
Hvis f kun er stykkevis kontinuert, folger konvergensen af, at bidra-
gene fra de intervaller, der indeholder eller stgder op til et af de endeligt
mange diskontinuitetspunkter, er uden betydning i greensen. Alterna-
tivt kan man definere integralet af en stykkevis kontinuert funktion f
som summen af integralerne over de intervaller, hvor f er kontinuert, og
dette giver samme resultat.

Vi far brug for to udvidelser af det elementzre integralbegreb. Den
vigtigste af dem gar ud pa folgende:

DEFINITION. Lad f: R — R veare en ikke—negativ funktion. Antag, at
den voksende folge af integraler

I, = ' f(x)dx

—n

er begraenset. Vi siger sa, at f er integrabel med integralet

+oo
/ f(z)dr = lim I,.

n—0o0
—00

Hvis I, — 400 skriver man naturligt fj;o f(z) dx = 400 (men f kaldes
ikke integrabel i dette tilfzelde).

Integralet af en ikke-negativ funktion pa [0, +oo[, |—o0, 0] eller et andet
“halv—uendeligt” interval defineres tilsvarende.

EKSEMPEL 5.2.2. T eksempel 5.1.2 angav vi taetheden for den normerede
eksponentialfordeling som funktionen p: [0, +00[— R givet ved p(x) =
e~ ”. Eftersom integralet

In:/ e Pde=1—¢e"
0

konvergerer mod 1 for n — oo, kan vi skrive

400
/ e Tdr =1,
0

sa funktionen p er en sandsynlighedstaethed pa [0, +00|, efter de defini-
tioner vi har givet.

Vi far senere brug for en tilsvarende definition af integraler af funktioner
pa hele aksen, som kan antage bade positive og negative veerdier. Dette
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problem lgser vi ved opdeling i positiv og negativ del. En vilkarlig
funktion f: R — R kan skrives som differens

f=r+—7-

mellem de to ikke-negative funktioner f, = fV0og f_ = (—f) V0, som
kaldes henholdsvis f’s positive og negative del. For at kunne tale om
fj;f f(z) dx kraever vi, at begge de ikke—negative funktioner f, og f_
er integrable, og vi definerer sa

[ i@ [T rwa- [T wa

— 00 — 00 — 00

Betingelsen ses i gvrigt let at veere sekvivalent med, at funktionen |f| =
f+ + f— er integrabel. Hvis betingelsen ikke er opfyldt, tilleegger vi ikke
f noget integral.

Den anden udvidelse i forhold til det elementaere integralbegreb, som vi
far brug for, gar ud pa folgende. Lad f: ]a,b] — R veere en ikke-negativ
funktion, som ikke er defineret i punktet a. Den typiske situation, som vi
teenker pa, er den hvor f(z) — +oo for  — a, saledes at man naturligt
ville skrive f(a) = +o0o0. Her kan vi betragte den voksende fplge af

integraler
b

I, = f(z) dx.

1
a+;

Hvis denne fglge er begreenset, saetter vi

b
/ f(z)dx = lim I,,
a n— 00

og funktionen siges da at veere integrabel. I modsat fald skriver vi evt.

f; f(z)dr = 400 (og kalder ikke funktionen integrabel). Situationen er
helt analog til den vi betragtede for funktioner defineret pa hele aksen
(eller en halvakse), og udvidelsen til funktioner, som kan antage bade
positive og negative veerdier, kan foretages pa praecis samme made.

EKSEMPEL 5.2.3. Betragt funktionen

Denne funktion er defineret for alle z > 0, men vi opfatter den her som
en funktion pa |0, 1]. Da integralet

1
1 2
L= —dv=2- "=
Lﬁx NG
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Taethed 5.2

vokser mod 2 for n — oo, er denne funktion integrabel med integralet
2. Heraf folger i gvrigt, at funktionen
1

(@) = 51@) = 5=

er en sandsynlighedsteethed pa enhedsintervallet. Den tilsvarende forde-
ling kan fortolkes som fordelingen af R2, hvor R er en stokastisk variabel
som er ligefordelt pa enhedsintervallet. Dette fglger af, at der for en
sadan variabel gaelder

P(RZE[x,erh]):P(RE[\/5,\/96+h]> VIt h f~7

fordi funktionen /z er differentiabel med differentialkvotient \/— Be-

merk, at fordelingen af X = R? i en vis forstand har tsethed +oo i
punktet 0.

Tilsvarende udvidelser af det elementaere integralbegreb kan anvendes i
en lang rackke tilfaelde, som vi ikke direkte har omtalt. For eksempel kan
en ikke-negativ funktion f: |0, +oo[— R, som er udefineret i punktet 0,
naturligt tillegges integralet

—+o0 n
/0 fayde = lim [ f(@)ds

n—>00

Vi kan ligeledes pa naturlig made tilleegge en ikke-negativ funktion pa
et interval [a, b] et integral, selv om den er udefineret eller +00 i et indre
punkt z( af intervallet, ved at saette

/ab f(z) d:c:nl'ggo (/awo—% f(z) da:+/$:+% f(z) dl').

Adskillige varianter er mulige, og alle kan generaliseres til tilfaeldet, hvor
f(x) kan antage bade positive og negative veerdier, praecis som vi gjorde
det for funktioner pa hele aksen.

Til slut skal blot naevnes, at vi ofte vil udelade graenserne ved opskrivning
af integraler, nar dette ikke kan fgre til misforstaelser. Formelt kan man
teenke pa ethvert integral som et integral fra —oo til 400, hvor man
har sat integranden til 0 udenfor det interval, der i virkeligheden skal
integreres over. Ligefordelingen pa [a, b] har for eksempel den konstante
teethed ﬁ pa intervallet [a, b], men vi kan ogsa teenke pa denne fordeling
som en fordeling pa hele aksen med den stykkevis konstante taethed

L fora<ax<b,
p(x) — { b—a
0 ellers.
Vi kan sa, uden fare for misforstaelser, skrive [p(z)dx = 1. Derfor,
nar vi i det fglgende taler om “en sandsynlighedstaethed pa R” kan det

for det meste lige sa godt laeses “en sandsynlighedsteethed pa R eller et
interval £ C R”.
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Sandsynlighedsfordeling og fordelingsfunktion 5.3

OPGAVE 5.2.1. Lad f: [a,b] — R veere en kontinuert funktion. Lad
X, veere en diskret stokastisk variabel, ligefordelt pa meengden {a +

= |i=12,...,n} Visat Ef(X,) — ﬁf;f@)da: for n — o
(jvf. den i eksempel 5.1.1 omtalte approksimation af ligefordelingen pa
enhedsintervallet med diskrete fordelinger). Giv et forslag til definition
af Ef(X) nar X er (kontinuert) ligefordelt pa [a, b]. Hvad sker der, hvis
den kontinuerte funktion f erstattes med indikatoren 14 for et interval

A Cla,b]?

5.3. Sandsynlighedsfordeling og fordelingsfunktion.

Vi har flere gange i dette kapitel omtalt den til en sandsynlighedstaethed
knyttede fordeling, uden at give en praecis definition. Det vil vi heller
ikke g@re her, men vi vil i det mindste give en upracis:

DEFINITION. Lad p veere en sandsynlighedstzethed pa R. Den til p
hgrende sandsynlighedsfordeling P er den afbildning, som til enhver pan
delmaengde A af R knytter tallet

P(A) = /A po)do = [ La@)p(a)do.

Det upraecise ligger naturligvis i, at vi ikke tager stilling til hvad en
“paen” delmaengde af R er for noget. Vi vil ngjes med at anfore, at
intervaller og endelige foreningsmangder af intervaller i hvert fald hgrer
til blandt de “peene”. Integranden 14(z)p(z) bliver i dette tilfaelde en
stykkevis kontinuert funktion, sa integralet er veldefineret.

Selv om vi saledes ikke ggr os helt klart, hvad P’s definitionsmangde er,
kan vi godt konstatere, at P har mange egenskaber faelles med de mere
preecist definerede diskrete sandsynlighedsfordelinger, som blev indfgrt
i §1.3. Der gaelder saledes

0< P(A) <1,

som man ser ved at integrere uligheden 0 < 14(z)p(xz) < p(x). For
disjunkte “paene” maengder A og B geelder

P(AU B) = P(A) + P(B),

hvilket ses ved integration af identiteten 1a4up(x)p(z) = 1a(z)p(z) +
1p(z)p(x). Ligeledes er P(R) = 1, og alle de regneregler for diskrete
fordelinger, som er afledt direkte af disse egenskaber, galder naturligvis
ogsa. Ligesom i det diskrete tilfaelde skal P(A) fortolkes som sandsyn-
ligheden for, at det tilfzeldige udfald (her den reelle stokastiske variable)
havner i maengden A.
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Det vaesentlige ved ovenstaende definition er, at den praeciserer taethe-
dens fortolkning: Hvis en reel stokastisk variabel X har (fordeling med)
teethed p, sa er sandsynligheden for, at X havner i et interval A (eller
en foreningsmaengde A af endeligt mange intervaller) bestemt ved

HXGA%i/u@m&Mﬂ

Bemszerk, at denne fortolkning er i overensstemmelse med den vi hidtil
har anlagt, som gar ud pa, at tetheden er det lokale forhold mellem
sandsynlighedsmasse og intervalleengde. For et lille interval [z, 29 + h]
geelder jo

h h

o, To zo+h
P(X € [z, 70+ 1) _ 1 / p(x) dz ~ p(xo),

0

forudsat at p er kontinuert i punktet x. I de endeligt mange diskontinu-
itetspunkter, som en “pzen” funktion kan have, har denne approksima-
tion ingen mening; men for kontinuerte fordelinger er det ikke sa vigtigt,
hvad der sker i endeligt mange punkter. Fordelingen afheenger jo ikke
engang af, hvordan p defineres i disse punkter.

DEFINITION. Ved den til p (eller P, eller X) hgrende fordelingsfunktion
forstas funktionen F': R — R givet ved

F(z)=P(]—o0,z]) = P(X <z) = /m p(x') dz'.

— 00

Fordelingsfunktionen er altsa taethedens stamfunktion, eller dens ube-
stemte integral. Den er voksende (eller rettere: ikke—aftagende) med

lim F(x)=0, lim F(z)=1.

T——00 T—-+00

Af sammenhangen mellem differentiation og integration falger, at forde-
lingsfunktionen i ethvert kontinuitetspunkt for teetheden er differentiabel
med

L F() = P'(@) = pla).
I teethedens diskontinuitetspunkter vil F' normalt ikke veere differentia-
bel (men altid kontinuert).
ExSEMPEL 5.3.1. Ligefordelingen pa et interval [a, b] har, opfattet som
fordeling pa hele aksen, den stykkevis linezre fordelingsfunktion

¢ 0 for x < a,
F(z) = / ml[“’b] (a)dz' = =2 fora <z <b,
- 1 for b < z.
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Teathed og fordelingsfunktion for normeret eksponentialfordeling

EKSEMPEL 5.3.2. Den normerede eksponentialfordeling har fordelings-
funktionen

r ) 0 forx <0
F(z) = Lo, +oo[(z)e™™ da’ = ’
() /_oo 0 +ool(T)e v { 1—e® for0<ux.

Af relationen p(x) = F'(x) folger, at sandsynlighedstaetheden — og der-
med fordelingen — kan rekonstrueres ud fra fordelingsfunktionen. Man
kan ogsa mere direkte opskrive fordelingen ved hjzlp af fordelingsfunk-
tionen, idet der jo for ethvert interval [a, b] gaelder

P([a,b]) = F(b) — F(a).

Pa denne made kan en intervalsandsynlighed udregnes som fordelings-
funktionens tilvaekst over intervallet, og additionsreglen gor det herefter
muligt at udtrykke sandsynligheder for endelige foreningsmeengder af
intervaller ved hjeelp af fordelingsfunktionen.
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EKSEMPEL 5.3.3. Lad X vere ligefordelt pa [—1,2]. Sa er

P<|X| > ;) :P(Xe [—1,—%] U [%,2])
—(Fd)-ren) + (- 1)

JEONCHE

Kontinuerte fordelinger, som vi har defineret dem i denne fremstilling,
angives mest naturligt ved deres taetheder, ligesom diskrete fordelinger
mest naturligt angives ved deres sandsynlighedsfunktioner. Fordelings-
funktionernes fordel er, at de bringer kontinuerte og diskrete fordelinger
pa den reelle akse ind i samme begrebsramme. Saledes har definitionen

F(z) = P(X < z)

jo mening, uanset om X har en diskret eller en kontinuert fordeling.
Forskellen bestar i, at medens fordelingsfunktionen for en kontinuert
fordeling er kontinuert overalt (og differentiabel nzesten overalt), sa er
fordelingsfunktionen for en diskret fordeling (f. eks. en binomialforde-
ling) en stykkevis konstant funktion, som vokser ved spring i de punkter,
hvor sandsynlighedsmassen er placeret. Med udgangspunkt i begrebet
fordelingsfunktion kan man give en generel definition af sandsynligheds-
fordelinger pa R, som ud over diskrete og kontinuerte fordelinger om-
fatter en hel del andre, herunder “hybrider” af diskrete og kontinuerte
fordelinger, samt nogle ret sygelige sakaldte “singuleere fordelinger” der
udmeerker sig ved hverken at kunne beskrives ved punktsandsynligheder
eller teetheder, og som i gvrigt er uden praktisk interesse.

ExSEMPEL 5.3.4. Lad X vare ligefordelt pa [—1,1]. Fordelingen af
Y = X VO er et eksempel pa en “hybrid” som omtalt ovenfor. Halvdelen
af sandsynlighedsmassen i denne fordeling er koncentreret i punktet 0,
og den anden halvdel er jeevnt fordelt over enhedsintervallet. Man kan
naturligvis hverken opskrive en sandsynlighedsfunktion eller en teethed
i dette tilfzelde, men fordelingsfunktionen er veldefineret:

0 for y < 0,
F(yy=< 3+3y for0<y<1,
1 for 1 < y.
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1 ) 1
Fordelingsfunktionen for Y i eksempel 5.3.4

Fordelinger af denne art vil vi ikke beskaeftige os med i det folgende.
Her naevnes de blot for at pointere, at man ikke far fat i hele sandheden
om sandsynlighedsfordelingers “natur” ved at supplere de diskrete for-
delinger med de kontinuerte. Angaende den udvidelse, man opnar ved
at tage udgangspunkt i fordelingsfunktionerne, skal siges, at den heller
ikke forer langt. Det er kun pa den reelle akse man til ngd kan holde ud
at arbejde med fordelingsfunktioner, selv om der findes et lignende be-
greb pa R™. Videregaende sandsynlighedsregning tager udgangspunkt
i abstrakt mal- og integralteori, som for det meste baseres pa additive
mangdefunktioner med passende kontinuitetsegenskaber.

5.4. Transformation af kontinuerte fordelinger.

Eksempel 5.3.4 viser, at selv en simpel transformation af en variabel med
kontinuert fordeling kan fgre os ud af klassen af sadanne fordelinger. Der
er saledes tale om en mere kompliceret situation end den vi oplevede i
§1.4 (med de udvidelser, der blev foretaget i §3.5), hvor en vilkarlig
transformation ¢t: £ — F' definerede en afledt stokastisk variabel Y =
t(X), hvis fordeling ligeledes blev diskret.

Der er dog to hovedtilfaelde, hvor fordelingen af den afledte variabel
Y = ¢(X) umiddelbart kan tilleegges en mening;:

(1) t: R — E er stykkevis konstant (E en vilkarlig maengde).
(2) t: R — R er monoton og kontinuert differentiabel med ¢'(x) # 0.

I begge tilfelde antages her, at X er en stokastisk variabel pa R. Men
alt hvad der siges i det fglgende geelder naesten uden modifikationer, nar
R erstattes med et interval pa R.

Tilfelde (1). Lad t: R — E (= en vilkarlig maengde) vaere stykkevis
konstant, f.eks. givet pa formen

t(z) = y; for x €la;, a;41]
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for passende delepunkter --- < a; < a;41 < ... og billedpunkter y; € E.
Det er da naturligt at opfatte Y = ¢(X) som en variabel med diskret
fordeling, givet ved punktsandsynlighederne

P(Y =y) =P (X ct™'(y)) = /1t_1(y) ()p(z) dz.

Her vil t=1(y) veere et af intervallerne Ja;, a; 1] eller en foreningsmaengde
af nogle af disse, sa integralet er veldefineret. Bemszerk, at det er lige-
gyldigt hvorledes t defineres i selve delepunkterne a;. Vi kunne f.eks.
lige sa godt have defineret

t(x) =y; for x € [a;, a;41]

fordi den kontinuert fordelte variabel X antager enhver af veerdierne a;
med sandsynlighed 0.

ExkSEMPEL 5.4.1. Lad X vere ligefordelt pa enhedsintervallet, og defi-
nér ¢t: [0,1[— {1,2,..., N} ved

t(r) = [Nz]+ 1.

Sa bliver Y = t(X) ligefordelt pa {1,2,..., N} (jvf. eksempel 5.1.1).

EKSEMPEL 5.4.2. Lad X € [0, +oo| veere normeret eksponentialfordelt
og definér t: [0, +00[— Ny ved

for et givet tal h > 0. Fordelingen af Y = ¢(X) er da givet ved

P(Y =y)

P([X/h] =y)
(y< X/h<y+1)
(hy < X < h(y+1))

dvs. Y er geometrisk fordelt med parameter p = 1 —e~" (= h for h lille).
Bemeark overensstemmelsen mellem dette resultat og den geometriske
fordelings rolle som fordeling af en “afrundet ventetid”. I eksempel 5.1.2
bemarkede vi f.eks. at ventetiden til forste punktering for vores cyklist C
ville veere fordelt som Xy x 333.33 for Xy normeret eksponentialfordelt.
Af overvejelserne i eksempel 3.6.2, i forbindelse med definitionen af den
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geometriske fordeling (eksempel 3.5.1) folger, at antallet af hele km—
straekninger for forste punktering er geometrisk fordelt med parameter
p = ca. 0.003.

Tilfelde (2). Betragt nu situationen hvor ¢: R — R er en bijektiv,
kontinuert afbildning. Antag forst at ¢ er strengt voksende og kontinuert
differentiabel med differentialkvotient ¢'(z) = -Lt(z) > 0 for alle =.
For et punkt x € R er sandsynlighedsmassen i intervallet [z,z + h]
approksimativt p(xz)h. Dette interval fores af ¢ over i intervallet fra
y=t(z) til t(x + h) =y + h x t'(z). Der geelder derfor

P(Y €ly,y+hxt'(z)]) = P(X € [x,z + h]) =~ hp(z),

hvilket (ifolge vor oprindelige fortolkning af teetheden som det lokale
forhold mellem sandsynlighed og intervallzengde) betyder at Y’s forde-
ling har taethed

S LC) (t'()
t'(x) ¢t (y))
i punktet y. For ¢'(z) < 0 (svarende til at ¢ er strengt aftagende) fas
et tilsvarende resultat, idet naevneren i udtrykket for ¢(y) dog skifter
fortegn, fordi ¢ bytter om pa nedre og gvre endepunkt for det lille inter-
val. Hermed har vi givet et heuristisk bevis for fglgende resultat (som
vi, for en ordens skyld, formulerer saledes at variationsomraderne for X
og Y kan vere vilkarlige intervaller):

SETNING 5.4.1. Lad E og F vere intervaller pa R, t: E — F en
bijektiv, monotont voksende eller aftagende, kontinuert differentiabel af-
bildning med t'(x) # 0 for alle x. Lad p vere en sandsynlighedstethed
pa FE, og definér q: FF — R ved

()
W) = Ty

Da er q en sandsynlighedstethed pa F, og for enhver pen maengde
B C F (dvs. et interval eller en endelig foreningsmaengde af intervaller)
geelder

[ 1wy @pie)ds = [ 180w v

BEvis. Vi ngjes med at se pa tilfeeldet hvor ¢ er voksende, idet beviset
forlpber helt analogt for ¢ aftagende. Vi vil endvidere indskranke os
til tilfeeldet hvor B er et interval. For endelige foreningsmaengder af
intervaller folger resultatet let ved addition af tilsvarende relationer for
disjunkte intervaller.

Set B = [a,y] (y > a), og betragt (for fast a) de to funktioner
Y / /
fily) = / q(y') dy',
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t~' (y)
)= [ s
t='(a)
Det vi skal vise er praecis at f1(y) = f2(y). Da fi(a) = fa(a) folger
dette, hvis vi kan vise at disse to funktioner er differentiable med samme
differentialkvotient. For fi’s vedkommende er

diymy) — q(y),

og for fo fas v.h.a. reglen for differentiation af en sammensat funktion
og reglen for differentiation af omvendt funktion

d

d%fz(y) —p (M) St () = p (7 ()

a7 ! = q(y).

t (=1 (y
Heraf folger saetningens sidste pastand i tilfseldet hvor B er et begraenset
interval. Man udvider let til tilfseldet, hvor B er en endelig foren-
ingsmaengde af begraensede intervaller, og en simpel graenseovergang
viser at resultatet ogsa geelder hvis B er et ubegraenset interval. Specielt
fas for B = F at [, q(y)dy = [, p(z)dz =1, dvs. ¢ er en sandsynlig-
hedsteethed.

Seetningen viser, at den eneste rimelige definition af fordelingen af Y i
dette tilfzelde gar ud pa, at Y folger den kontinuerte fordeling givet ved
teetheden ¢. Kun herved far vi jo opfyldt den naturlige relation

P(YeB)=P(X et ' (B)).

EKSEMPEL 5.4.3 (Positions- og skalaparameter). Hvis X har teethed p
vil Y = a + bX abenbart have taethed

o= (5.

forudsat at b # 0. Fordelingen af Y siges her at vere fremkommet
af X’s fordeling ved at denne er forsynet med positionsparameteren a
og skalaparameteren b. Fordelingerne af X og Y siges sa at veaere af
samme type. Nar man taler om positions- og skalaparameter for en
fordeling er det oftest med reference til et (underforstaet) valg af en
normeret fordeling af typen. Hvis f.eks. Y er eksponentialfordelt med
positionsparameter a og skalaparameter b betyder det, at Y har taethed

1 —(y—a
q(y)zme W=)/P1 ( (y—ay b0}

med reference til den normerede eksponentialfordeling, der har taethed
e~ " pa den positive halvakse.
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EKSEMPEL 5.4.4. Lad X vaere normeret eksponentialfordelt, og betragt
den afledte stokastiske variabel Y = X?2. Da afbildningen ¢(z) = z* har
differentialkvotient ¢'(z) = 2z, far Y ifolge seetningen teetheden

p(tH(y) e V¥

W =TTy T 2

pa intervallet [0,+o00]. Bemaerk at setningens antagelser ikke helt er
opfyldt, fordi ¢’ (0) = 0. Det forer til at teetheden ¢ for Y bliver udefineret
eller +00 i punktet 0. Men det er klart, at g er en taethed under de
udvidelser af integralbegrebet vi har givet i §5.2. Overvejelser af denne
art har vi valgt at ga let hen over (ogsa i selve beviset for setning 5.4.1,
som den kritiske laeser maske har bemaerket).

EKSEMPEL 5.4.5. Antag p(z) > 0 for alle z € E (= et interval pa R),
og betragt transformationen ¢: E — [0, 1] givet ved

t(z)=F(z) = /m p(z) dx

—00

(hvor den nedre graense —oo for integralet strengt taget skal erstat-
tes med E’s nedre endepunkt, hvis E er nedad begrzenset). Sa er
t'(x) = p(zx), hvoraf folger at tetheden ¢ for Y = #(X) bliver kon-
stant lig med 1. Hermed har vi indset, at hvis X er en (kontinuert
fordelt) reel stokastisk variabel med fordelingsfunktion F, sa vil F(X)
veere ligefordelt pa enhedsintervallet. Det kan man i gvrigt ogsa let indse
direkte ud fra fordelingsfunktionens definition. Omvendt gaelder det, at
en stokastisk variabel med fordelingsfunktion F' kan konstrueres ud fra
en ligefordelt variabel Y pa enhedsintervallet ved

X=F'(Y)

(bemaerk: F~1 er veldefineret i hvert fald pa ]0,1[, da F er kontinuert
og strengt voksende). Dette udnyttes ofte ved simulation, hvor de algo-
ritmer man har til generering af (pseudo—) ligefordelte variable hermed
kan benyttes til generering af variable med en given kontinuert forde-
ling, forudsat at man har en procedure til beregning af funktionen F—!.

Normerede eksponentialfordelte variable X, X5,... kan for eksempel
konstrueres ud fra ligefordelte variable Ri, R, ... efter opskriften
X; = —log(R;),

jvf. opgave 5.1.1.

Seetning 5.4.1 udtaler sig kun om tilfaeldet, hvor transformationen ¢ er
bijektiv. I virkeligheden gaelder et tilsvarende resultat for tilfeeldet, hvor
variationsomradet for X kan deles op i intervaller, pa hvilke ¢ er mono-
ton og i gvrigt opfylder seetningens betingelser. I praksis betyder dette,
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at fordelingen af en afledt variabel Y = ¢(X) altid kan tillaegges en kon-
tinuert fordeling, med mindre ¢ netop er konstant pa et interval (hvilket,
som vi har set, fgrer til koncentration af positiv sandsynlighedsmasse i
et enkelt billedpunkt). Taetheden for Y bliver sum af bidrag af samme
form som i seetning 5.4.1, idet man blot skal summere over de = der
afbildes over i det pagaldende y:

= % i

r€t—1(y)

EKSEMPEL 5.4.6 (Arcus-sinus fordelingen). Lad X veere ligefordelt pa
[0,27[, og st Y = sin(X) € [—1,1]. Her svarer hvert y til to mu-
lige veerdier af = (bortset fra y = +1). Differentialkvotienten ¢'(x) har
samme absolutte vaerdi i de to punkter svarende til et givet y, idet der
jo for y = sin(x) geelder

d
[#'(2)| = | sin(@)| = [ cos(z)| = v/1 = sin(x)? = /1 — 2.
Taetheden for Y'’s fordeling bliver derfor

p(x) 1/27 1

= :2 — .
" wisigﬂ;#y [#()| M WM

Fordelingen kaldes arcus-sinus fordelingen efter sin fordelingsfunktion,
som ses at veere F(y) = 2 + Lsin™"(y) (hvor sin™" eller arcsin betegner

den inverse funktion til sin: [-F, 5] — [~1,1]).

OPGAVE 5.4.1. Lad X vaere en reel stokastisk variabel med taethed p.
Opskriv taetheden for fordelingen af

(a) VX (forudsat P(X >0)=1)

(b) 1/X
(c) X2
(d)  exp(X)

OPGAVE 5.4.2*%. Lad X vare en stokastisk variabel med taethed p, og
lad A veere en pzen maengde med P(X € A) > 0 (i det folgende kan
man taenke pa et interval, hvis det ggr tingene lettere). Den betingede
fordeling af X, givet X € A, kan defineres som fordelingen med tathed

_pl) forx e A
pz|d) = ¢ PEED
0 ellers.
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Vis at p(-|A) faktisk er en sandsynlighedstaethed, og gor rede for, at den
tilsvarende fordeling P(-|A) er givet ved

P(X € AN B)

P(Bl4) = P(X € A)

Hvad bliver fordelingsfunktionen for den betingede fordeling, udtrykt
ved fordelingsfunktionen for den oprindelige fordeling? (her bliver resul-
tatet kun til at holde ud at se pa i tilfeeldet hvor A er et interval).

OPGAVE 5.4.3. I opgave 3.6.1 (A venter pa en taxa ... ) vil venteti-
den X til forste taxaankomst naturligvis veere eksponentialfordelt med
skalaparameter 30 min. Ggr rede for fglgende nedslaende udsagn: Den
betingede fordeling (jvf. opgave 5.4.2) af restventetiden X — z, givet at
A uden held har ventet i x minutter, er praecis den samme som den
oprindelige (ubetingede) fordeling af X.

OPGAVE 5.4.4*%. (Cauchy fordelingen). Lad X vere ligefordelt pa in-
tervallet | — 5, 5[, og seet Y = tan(X). Vis at fordelingen af Y er givet

ved teetheden )

qa(y) = m
Denne fordeling kaldes en (normeret) Cauchy fordeling.
(a) Hvad er fordelingsfunktionen for denne fordeling?

(b) Hvis X er normeret Cauchy—fordelt, hvad er fordelingen af | X| 7 og
af X27 og 1/X7

OpGAVE 5.4.5%. (fraktiler). Lad X folge en kontinuert fordeling (pa
R eller et interval £ C R) med strengt positiv tethed p. For a €]0,1]
defineres fordelingens a—fraktil som den veerdi af x for hvilken der gaelder
P(X < z) = a. Her angives a normalt i procent, saledes at f.eks. 50%—
fraktilen (som ogsa kaldes medianen) er det tal z, der giver P(X < z) =
1

2.
(a) Angiv 5%—fraktil, median og 95%fraktil i den normerede eksponen-
tialfordeling.

(b) Angiv 5%fraktil, median og 95%fraktil i den normerede Cauchy
fordeling (opgave 5.4.4).

(c) Hvilke regler gaelder for fraktiler i en transformeret fordeling? Speci-
elt, hvordan afheenger fraktilerne i en fordeling med positions— og skala-
parameter af disse parametre?

OPGAVE 5.4.6. Lad X fglge en fordeling med taethed p pa R. Hvad er
teetheden for fordelingen af | X|?
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OPGAVE 5.4.7. C stiller sin cykel fra sig efter en leengere tur. Beskriv
fordelingen af baghjulsventilens hgjde over jorden.

OpPGAVE 5.4.8. (Simulation af et vilkarligt antal mgntkast ud fra én
rektangulaert fordelt variabel). Med [z] betegnes som ssedvanligt helde-
len af det reelle tal x, dvs. det stgrste hele tal som er < 2 . Lad X vare
rektangulzert fordelt pa enhedsintervallet, og definer diskrete stokastiske
variable X1, X5, ..., X,, med veaerdier i {0,1} ved

X = [2X] L=

X, = [4X — 2X)] -

X3 = [8X — 4X, — 2X,) | .
Xi=|

16X — 8X; — 4X5 — 2X3] |

Vis at X1, Xs,..., X, er uathengige, ligefordelte pa {0,1} (Vink: Be-
merk at der i totalssystemet geelder X = 0.X7;X2X3...X,, pa ner
afrunding nedad til n betydende cifre).

5.5. Middelvaerdi og varians.

DEerINITION. Lad X € R fglge en kontinuert fordeling med taethed p.
Ved middelverdien af X forstas da stgrrelsen

EX:/M@MM

Definitionen forudsatter naturligvis at integralet er defineret, dvs. (jvf.
§5.2)

/p(a:)|x| dx < +oo.

Hvis denne betingelse ikke er opfyldt tilleegges X ikke nogen middelvaer-
di. Dog vil man ofte, i tilfzelde af en fordeling pa den positive halvakse,
skrive EX = +o0 hvis [ p(z)|z|dx = [ p(z)z dz = +o0.

EKSEMPEL 5.5.1. Lad X vere ligefordelt pa [a,b]. Da er (ikke for-
bavsende)

b 27b 2 2
BYX — 1 /xdx: 1 z :b a :a+b‘
b—a /, b—al2], 2(0b-a) 2

EKSEMPEL 5.5.2. Middelvaerdien af en normeret eksponentialfordelt
variabel X kan udregnes ved delvis integration:

+o00 " +o00
EX = / e "rdx = [(—e_m) x]o < / (—e_m) dr = 1.
0 0
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EKSEMPEL 5.5.3. Middelveerdien i Cauchy fordelingen (opgave 5.4.4)
er ikke defineret, idet der gaelder

1

Dette folger f.eks. af at

n 1 1 n
/ ———~ || dr > —/ il 5 dv
_p (14 22) w), 1+

1 [ 1 /M1 1
—/ |i|2dx:— — dr = — logn.
T )1 2x 2 || 27

De i §4.2 udledte regneregler for middelveerdier (ssetning 4.2.2 (a), (b)
og (c), samt fortolkning af sandsynligheden for en haendelse som mid-
delveerdien af dens indikator) gaelder usendret i det kontinuerte tilfzelde.
Men nogle af dem har ingen interesse i gjeblikket, fordi konstruktionen af
flere kontinuerte variable, afledt af en fzelles baggrundsvariabel, normalt
forudsaetter en flerdimensional baggrundsvariabel med en kontinuert for-
deling (som vil blive indfert i kapitel 6). Vi ngjes med at bemaerke, at
regnereglen
E(a+bX)=a+ bEX

her kan opfattes som en formel til udregning af middelvaerdien i en for-
deling med positions— og skalaparameter. Den kan bevises ved direkte
udregning, baseret pa taetheden for fordelingen af a + bX (se eksempel
5.4.3), men den er ogsa en konsekvens af det generelle princip, at mid-
delveerdien af en afledt stokastisk variabel kan beregnes enten i sin egen
fordeling eller i fordelingen af den variabel, som den er funktion af:

SETNING 5.5.1. Lad X have tetheden p, og lad'Y = t(X) vere en afledt
stokastisk variabel. Da er E|Y| < 400 hvis og kun hvis

/p($)|t(x)| dz < +o0,

0g © sa fald er

EY = /p(a:)t(a:) dx.

Her forudsattes naturligvis, at vi er i en situation hvor det har mening
at tale om Y som en stokastisk variabel, svarende til et af de to hovedtil-
feelde som er behandlet i §5.4. Vi vil dog ngjes med at bevise satningen
i tilfeelde (2), hvor ¢ antages monoton og kontinuert differentiabel og Y
igen far en kontinuert fordeling. Beviset i tilfaelde (1), hvor ¢ er stykkevis
konstant og fordelingen af Y bliver diskret, overlades til laeseren.
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I tilfzelde (2) vil vi endda ngjes med at skitsere et bevis: Rent formelt
er setningen en konsekvens af reglen for integration ved substitution.
Hvis t antages voksende er

i
—
i
=
<

/q(y)y dy =

Denne omskrivning er i forste omgang kun gyldig nar p er kontinuert pa
et begraenset interval [a,b], og t er voksende med t'(z) > 0. Men det
er let at udvide formlen til de situationer, som vi bergrte i §5.2. Her
ma man blot sikre sig eksistens af disse “udvidede” integraler ved at
gennemfgre samme udregning med |y| i stedet for y. Og mere vil vi ikke
gore ud af det.

EKSEMPEL 5.5.4. En normeret eksponentialfordelt variabel X kan taen-
kes fremkommet af en ligefordelt variabel R pa [0,1] ved

X = —log(R).

Det er derfor ogsa muligt at udregne middelveerdien i eksponential-
fordelingen som

BX :/0 Clog(r)dr  (=1).

Varians og standardafvigelse kan defineres preecis som i §4.3. Kovarians
og korrelation ma vente til kapitel 6, fordi disse begreber igen forudsaet-
ter at vi kan tale om flere kontinuerte variable, afledt af samme bag-
grundsvariabel. Alt hvad der er sagt om varians og standardafvigelse
kan (for sa vidt det ikke vedrgrer flere variable) overfores usendret. For
eksempel er relationen

var(a + bX) = b*var(X)

gyldig, og vi kan her taenke pa den som en formel til beregning af vari-
ansen i en fordeling med positions- og skalaparameter.

EKSEMPEL 5.5.5. For en normeret eksponentialfordelt variabel X er
400
E(X?) = / e %2 dx
0
+oo oo
= [(—e_m)xz] - / (—e™")2zxdr=0+2EX =2,
0
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hvoraf fglger at
var(X) = B(X?) - (EX)?*=2-1=1.

Variansen i en eksponentialfordeling med skalaparameter b er saledes b2.

EKSEMPEL 5.5.6. Variansen i den “normerede rektangulsere fordeling”,
dvs. ligefordelingen pa enhedsintervallet, er

1 1\ 3 3 1/2)3 1
/ r— — d$:/2$2dx:2/2:n2d:n:2(/) = —.
0 2 _ 0 3 12

1
2

Standardafvigelsen for en ligefordeling pa intervallet [a, b] er saledes (b—
a)/v/12 (idet denne fordeling kan opfattes som en rektanguleer fordeling
med skalaparameter b — a og positionsparameter a, nar den normerede
rektangulaere fordeling defineres som ovenfor).

OPGAVE 5.5.1. Beregn middelvardi og varians i arcus—sinus fordelingen
(se eksempel 5.4.6). Tegn fordelingens taethed. Sammenlign variansen
med variansen for en rektangulser fordeling pa [—1, 1].

OPGAVE 5.5.2. Den tosidede eksponentialfordeling har teetheden

1

p(z) = 56

— |zl

Tegn taethed og fordelingsfunktion, og beregn fordelingens middelvaerdi
og varians.

OPGAVE 5.5.3. Lad X veare normeret exponentialfordelt. Hvad er
(a) EX3 7
(b) Eexp(—aX) ?

OpPGAVE 5.5.4. (I'-fordelingen med heltallig formparameter, jvf. kapitel

7). Seet
+o0o
I, = / e " du.
0

(a) Vis at I,, =n!  (Vink: Vis at I,, = nl,_1).
1

(b) Funktionen py,: [0, +o00[— R givet ved p,(z) = ;2"e™ er saledes
en sandsynlighedstaethed. Udregn middelveerdi, varians og standardaf-
vigelse i den tilsvarende fordeling.

T
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5.6. Den normale fordeling.

Betragt funktionen

Det er klart, at denne funktion har endeligt integral, da e~ /2 5 0
for £ — oo hurtigere end f.eks. e~1*I. Knapt sa indlysende er det, at
integralet netop er 1, altsa at

+o00 )
/ e~ 2 do = /2.

Det vil blive bevist i kapitel 6. Fordelingen med taethed ¢ kaldes den
(normerede) normale fordeling eller Gauss fordelingen. Den tilsvarende
fordelingsfunktion betegnes

Den normale fordeling med positionsparameter p og skalaparameter o >
0 har abenbart taetheden

# () - e ()

0.50

0.30

0.20+

0.10+

30 20 1o oo 10 2o 3o
Den normale fordelings teethed

Middelvaerdi og varians i normalfordelingen ses let at veere veldefinerede.
Faktisk gaelder der

1 2
—— [ |z|"e " 2 dx < +o00
V2T /

94



Den normale fordeling 5.6
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Den normale fordelings fordelingsfunktion

for ethvert n € N. For en normeret normalt fordelt stokastisk variabel

X er .
2
EX=— [ ze ™ /2de =0
\/%/

(fordi integranden er en ulige funktion). Variansen kan udregnes pa
folgende made. Differentiation af teetheden ¢ giver

d 1 2 1 2
’ Y| -t/ - —z%/2
o) =2 (e ) = (e

og differentiation endnu en gang giver

1= (o) - e

Nuer

— n—oo [_ . n—00

+oo +n
/ ¢'(r)dr = lim ¢'(x)dr = lim (p(n) — p(—n)) = 0.

Tilsvarende fas, da ¢'(n) — 0 for n — o0,

+o0 +n
/ ¢"(xz)dr = lim ¢"(z)dr = lim (¢'(n) — ¢'(—n)) = 0.

n— 00 n—0o0
—00 —n

Men det betyder jo at

1 2
—— [ (1 —2Ye ™™ /2 de =0,
\/27r/

hvilket er det samme som 1 — EX? = 0, altsd var(X) = EX2 = 1. Den
normale fordeling med positionsparameter p og skalaparameter o har
saledes middelveerdi p og varians o2.
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Den normale fordeling er langt den vigtigste af de kontinuerte forde-
linger. Traditionelt opfattes den som den naturlige (eller “normale”)
fordeling af malefejl o.1., hvilket man begrunder med den centrale gren-
severdisetning (som folger nedenfor). Det er ogsa den centrale green-
sevaerdisetning som er skyld i, at normalfordelingen hyppigt optrader
som approksimativ fordeling af estimatorer for parametre i statistiske
modeller. Dertil kommer, at visse statistiske modeller, baseret pa nor-
malfordelingen, har en seerligt simpel struktur, som har relation til n-
dimensional Euklidisk geometri og lineaer algebra. Disse lineere normal-
fordelingsmodeller er de vigtigste og mest anvendte statistiske modeller
overhovedet, iseer hvis man medregner de utallige modifikationer og ge-
neraliseringer af dem.

Den centrale grenseverdisetning gar groft sagt ud pa, at hvis man dan-
ner summen af et stort antal uafhsengige stokastiske variable, som hver
for sig er sma i forhold til summen, sa vil summens fordeling vare ap-
proksimativt normal. Som vi sa i §4.5 vil gennemsnittet af mange (iden-
tisk fordelte) uafhaengige variable folge en fordeling, der koncentrerer
sig mere og mere snaevert omkring middelveerdien. Den centrale graen-
seveerdisetning handler altsa om, hvad der mere detaljeret gar for sig i
narheden af dette “centrum”, nar man forstgrrer billedet sa det er til at
se hvad der sker. Det kan vel ikke overraske, at den “forstgrrelse” der
skal til, gar ud pa at normere fordelingen af summen (eller gennemsnit-
tet) sa den far middelveerdi 0 og varians 1. Den simpleste version af den
centrale graensevardisaetning ser sadan ud:

SAETNING 5.6.1. Lad X1, Xo,... vere uafhengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable med middelverdi i og varians 2. Da vil fordelingen

af
Un:@<X1+W+X"—u>

o n

konvergere mod en normeret normalfordeling, i den forstand at

P (U, <u)— D(u).

Seetningen gaelder uanset om den feelles fordeling af X’erne er diskret
eller kontinuert. I det kontinuerte tilfselde har vi endnu ikke praecise-
ret, hvad vi mener med “uathaengige variable” (det kommer i kapitel
6); men det gor ikke sa meget, da vi ikke vil forsgge at bevise saetnin-
gen, mindst af alt i det kontinuerte tilfaelde. Beviset for den centrale
graenseverdisetning kraever et matematisk—analystisk apparatur, som
vi slet ikke har til radighed her. Selv den simpleste, klassiske version, de
Moivre’s setning, som siger at binomialfordelingen konvergerer i form
mod normalfordelingen for n — oo (p fast), er sveer at bevise. Vi vil
indskraenke os til at give et (meget) heuristisk bevis for folgende version
af denne saetning:
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SETNING 5.6.2. Lad (x,) vere en folge af hele tal, 0 < x, < n, saledes

at (forn — oo)
Ty — NP

v 1pq

hvor uw € R, p €]0,1] og ¢ =1 — p er givne tal. Da vil

— U

n Ty N—T 1 —u?/2
n " s p(u) = e .
V pq<xn>p q p(u) N

Bemerkninger. Hvis X, er binomialfordelt (n,p) vil % have mid-

delvaerdi 0 og varians 1. Venstre side i seetningens sidste linie kan derfor,
bortset fra normeringsfaktoren ,/npq, fortolkes som en punktsandsyn-
lighed i binomialfordelingen i et punkt z,, der (mere og mere praecist
for n — oo) er placeret u standardafvigelser fra middelveerdien np. Vi
kunne have valgt z, = [u,/npg+ np]. Normeringsfaktoren ,/npq skyldes
omskaleringen. En punktsandsynlighed kan jo ikke direkte sammen-
lignes med veerdien af en taethed, fordi teethed angiver sandsynlighed
pr. intervalleengde, jvf. “approksimationen” af en rektanguleer fordeling
med diskrete fordelinger i eksempel 5.1.1, hvor punktsandsynligheder
1/N i punkter med indbyrdes afstand 1/N svarede til teetheden 1. Pa
samme made skal punktsandsynligheden her divideres med afstanden

\/é_pq mellem punkterne i den “standardiserede binomialfordeling” for

at svare til en teethed.

0.20

AN
A1

0.05-

0.00—— T T T T T T T T T T
o 2 a4 6 8 10 12 14 16 18 20

Binomialfordeling for n=20, p=0.5, samt approksimerende normal tzethed

Et egentligt bevis for de Moivres satning vil vi som sagt ikke give. Men
vi vil give et heuristisk argument, der ggr saetningen til en nogenlunde
troveerdig pastand, og som forklarer, hvorfor det netop er funktionen
exp(—z?%/2), der beskriver binomialfordelingens asymptotiske udseende.
Som det ses af ovenstaende tegning og tegningen pa neeste side er denne
approksimation faktisk naesten sa god som det overhovedet er muligt, nar
man skal approksimere en diskret fordeling med en kontinuert kurve.
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0.10

0.08 74 x

0.06 74 XY

0.02-

0.00

14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 da 4de
Binomialfordelingen for n=100, p=0.3, samt approksimerende normal tsethed

Betragt de succesive forhold mellem binomialfordelingens punktsand-
synligheder
i)™ """ n—a p

= X =,
(Dpra=e w1 g
For x neer ved np (vi kan f.eks. taenke pa |z —np| < 10,/npg, hvilket ifglge
Chebychev’s ulighed (sztning 4.5.1) geelder punkterne i mindst 99% af
binomialfordelingens sandsynlighedsmasse) er logaritmen til dette for-
hold approksimativt

— — 1
log (n T X B) = log <_n $> — log <$+ >
r+1 q ng np

= log (M) _log<"1’+($+1—np)>

ngq np

— 1—
:10g<1—$ np>—10g<l+u>
nq np

r—np T+1—np

~

nq np
1 1
(LD
nqg np
r—np U

npq V/pq’

- or den til z svarende “standardiserede variabel”.

NeT
Lad nu ¢, betegne en funktion som (i det mindste approksimativt)
folger binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion. Vi opfatter ¢,, som
funktion af den standardiserede variabel u, sa kravet til ¢, er at der
(approksimativt) geelder

€Tr — np . n T n—
on < \/npq> B <$>p I
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forz =0,1,...,n. Det forudsattes i det fglgende, at disse funktioner ¢,,
kan velges tilpas glatte, uden at vi helt kan praecisere denne forudsat-
ning. Den approksimation vi udledte af logaritmen til forholdet mellem
succesive punktsandsynligheder i binomialfordelingen kan nu skrives

r+1—np
log o (V) L
on (k) )V

eller

log ¢n <U+ \/j—pq) — log on(u)
1/\/npq

hvilket er omtrent det samme som

~ —U

di; log vy, (u) ~ —u.

Heraf ses, at hvis folgen (¢,,) af funktioner konvergerer (pa nzer en mul-
tiplikativ konstant, som er uden betydning for -& log ¢, (u)) mod en
greensefunktion ¢, sd ma denne greensefunktion (igen under passende
betingelser som tillader ombytning af differentiation og graenseovergang)
opfylde betingelsen

d
o log o(u) = —u,

hvilket som bekendt er sekvivalent med at log p(u) = const —u?/2, eller

w2

©(u) = const x e~ 2.

Samtidig har vi sandsynliggjort, at en sadan konvergens finder sted. Vi
har jo pa det naermeste bevist, at % log ¢y, (u) konvergerer mod —u, og
heraf fglger — igen via passende ombytninger af graenseovergange — at
cnon(u) — @(u) for passende normeringskonstanter ¢,,. At man netop
skal veelge ¢, = (/npq folger ikke af dette argument, men det har vi
tidligere argumenteret for.

OPGAVE 5.6.1. Tabellér og tegn sandsynlighedsfunktionen for binomial-
fordelingen med parametre (10,0.5) sammen med den approksimerende
normalfordelings taethed for z = 0,1,...,10.

OPGAVE 5.6.2. Tegn sandsynlighedsfunktionen for summen Y ved et

slag med tre terninger (jvf. opgave 1.4.4) sammen med den approksi-

merende normalfordelingskurve \/ﬁgo (”CJ%E’) (og begrund valget af

konstanter i dette udtryk).
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OPGAVE 5.6.3. En ment kastes 1000 gange. Hvad er (sadan cirka)
sandsynligheden for at fa mindst 550 “plat”?

OPGAVE 5.6.4*. (den logaritmiske normalfordeling). Lad X vere nor-
malfordelt med parametre (u,0?). Fordelingen af Y = exp(X) kaldes
den logaritmiske normalfordeling med parametre (p,o?).

(a) Opskriv teetheden for fordelingen af Y.

(b) Gor rede for, at klassen af logaritmiske normalfordelinger er skalain-
variant, i den forstand at hvis Y er logaritmisk normalfordelt sa er ogsa
BY logaritmisk normalfordelt for 8 > 0. Opskriv den formel, som viser
hvorledes den logaritmiske normalfordelings parametre @ndrer sig ved
en sadan skalatransformation.

(c) Vis, at middelvaerdien i den normerede logaritmiske normalfordeling
(p=0,0%2=1) er \/Je = 1.6487.
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