Kapitel 7

DEN NORMALE FORDELINGS TEORI

7.1. Gamma—fordelingen og beta—fordelingen.

Vi begynder med at indfgre nogle fordelinger, som tilsyneladende ikke
har meget med normalfordelingen at ggre. Men det har de faktisk, som
vi senere skal se.

I'—fordelingen. Betragt integralet
400
'\ = / s e " dx,
0

som let ses at veere veldefineret for A > 0. Som funktion af A kaldes
dette integral I'—funktionen. Normering af integranden ved division med
['(A) forer til en klasse af teetheder, hvis tilhgrende fordelinger kaldes
[ —fordelinger. Parameteren \ kaldes her formparameteren (idet den i
modsatning til eventuelle skala— og positionsparametre har indflydelse
pa tethedens form). T'—fordelingen med formparameter A er saledes
givet ved teetheden

p(r) = ﬁxk_le_” (x >0).

Vi har allerede mgdt disse fordelinger for heltallige veerdier af A i op-
gave 6.2.2 (a), hvor I'-fordelingen med formparameter n optradte som
fordelingen af ventetiden til n’te haendelse i en Poisson proces. Dér
sa normeringsfaktoren lidt anderledes ud, men eftersom der kun er én
made, hvorpa en funktion kan normeres til en taethed, ma vi konkludere,
at der for A € N geelder

rA)=MA\-1
Dette folger ogsa af relationen
CA+1) =AT(N),

som kaldes I'—funktionens funktionalligning, i forbindelse med den trivi-
elle observation at I'(1) = 1. T'-funktionens funktionalligning er let at
vise ved delvis integration:

P(A+1) = /+°o P g
+oo
= [a:)‘ (—e_m)]g—oo — /0 )\a:)‘_l(—e_m) dx
= A\['(A).
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Gamma—fordelingen og beta—fordelingen 7.1

B—fordelingen (udtales beta—fordelingen, idet B’et skal forestille et stort
graesk bogstav). Integralet

1
B()\l,)\z):/ R G ) L
0

ses at veere veldefineret for A;, A2 > 0. Ved normering fas saledes en
sandsynlighedstaethed

1

A1—1 Aa—1
e 1 1—=x
BOnag & 77

p(z) =
for en fordeling pa enhedsintervallet. Denne fordeling kaldes B—forde-
lingen med (form—) parametre A\; og As.

Vi har truffet B—fordelingen for heltallige parametervardier i eksempel
6.2.6, hvor den for Ay = k og A2 = n — k + 1 optradte som fordelingen
af den k’te i det ordnede sat, dannet ud fra n ligefordelte variable pa

enhedsintervallet. Dér havde vi et andet udtryk for normeringsfaktoren,
hvilket saetter os i stand til at konkludere at der for A1, Ay € N geelder

A1 — 1A —1)!
(A1 + A = !

B(A1, ) = (

SETNING 7.1.1. Lad X1 og Xo vere stokastisk uafhengige, I'—fordelte
med formparametre A1 og Ao. Definer

S:X1+X27
Z:L.
X1+ Xo

Da er S og Z stokastisk uafhengige, S T'—fordelt med formparameter
A1+ A2, Z B-fordelt med parametre (A1, A2).

BEeEvis. Transformationen

Z1
— — _
(1, 22) (s,2) (xl + 2o, pra— $2>

10, +00[x]0, +00] — ]0, +00[x]0, 1]

ses let at veere bijektiv. Den er ogsa kontinuert differentiabel, med
funktionalmatrix

-
($1+$2)2 ($1+$2)2

Funktionaldeterminantens numeriske veerdi er saledes

(.171 +.’172)2 (1'1 +.T2)2

—T1 I 1
1+ T2
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Tewetheden for fordelingen af (S, Z) far vi, ifolge setning 6.2.2, ved at
opskrive teetheden for (X, X2) divideret med funktionaldeterminantens
numeriske vaerdi, og omskrive dette udtryk i ;1 og x5 til et udtryk i de
nye variable s og z:

<F(1Al)$T1_le_m> <F(§2)$32_16_w2> (21 + w2)

1 ! = 2—1_ _—s
B (A1) (sz))‘ ['(X2) (s(1 - Z))/\ se
- m (s)\1+>\2—1e_5) (z>\1—1(1 . z))\Q—l) .

Dette udtryk ser ud som gnsket, bortset fra at normeringsfaktoren skulle
have vaeret produkt af m (stammende fra I'-fordelingen af S) og
m (stammende fra B-fordelingen af Z). Men igen, da en funk-
tion kun pa én made kan normeres til en taethed, har vi ikke alene vist

setningen, men ogsa relationen

1 1 1

TAOT(A2)  T(A + A2) B(AL, Aa)

eller
F(A)T(A2)

B(A, ) = ————
(17 2) F(}\1+)\2)

der udtrykker B-funktionen ved I'-funktionen (og som vii gvrigt allerede
har stiftet bekendtskab med for heltallige parameterveerdier).

Yderligere har vi hermed bevist, at foldning af to I'-fordelinger forer til
en ny ['-fordeling, med en formparameter der er sum af de to oprindelige
formparametre. Dette resultat udvides let ved induktion til fglgende:

SETNING 7.1.2 (T'—fordelingens foldningsegenskab). Lad Xy, ..., X,
veere uafhengige, I'—fordelte med formparametre Ay, ..., \,. Da er
X1+ -+ X,, I'—fordelt med formparameter Ay + ---+ A,.

Ogsa dette resultat har vi set for i tilfzelde af heltallige formparametre
(opgave 6.2.2 og 6.3.3).

I'- og B—fordelingerne spiller en rolle i forbindelse med statistisk analyse
af normalfordelte observationer. Fglgende to saetninger giver ngglen til
denne sammenheaeng:

SETNING 7.1.3. Lad Uq,...,U, vere stokastisk uafhengige, normeret
normalfordelte. Da er X = U2+ ---+ UZ2 I'-fordelt med formparameter
n/2 og skalaparameter 2.

I de linesere normalfordelingsmodellers teori er denne fordeling sa vigtig,
at den har sit eget navn. I statistisk litteratur kaldes den x2 —fordelingen
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med n frihedsgrader. En y?fordeling er altsa en I'-fordeling med skala-
parameter 2, og dens formparameter A\ angives ved “frihedsgradsan-
tallet” 2\ (som altid er et helt tal).

Bemark at vi allerede har vist seetningen for n = 2 (i eksempel 6.2.5).

Bevis. Pa grund af I'-fordelingens foldningsegenskab er det abenbart
tilstraekkeligt at vise saetningen for n = 1. Vi skal altsa vise, at hvis U er
normeret normalfordelt, si er X = U?/2 I'—fordelt med A = . Dette er
en simpel anvendelse af saetning 5.4.1. Man skal blot vaere opmarksom
pa, at da transformationen u — u?/2 ikke er bijektiv, skal teetheden i et
punkt x beregnes ved summation af bidrag fra de punkter u der afbildes
over i x. I dette tilfeelde betyder det blot at man skal gange med faktoren
2, idet bade teetheden og den numeriske veerdi af differentialkvotienten
er den samme i de to punkter u = ++v/2z som afbildes over i et givet z.
Taethedens veerdi i punktet o = u?/2 er derfor

1 —u?/2 | —"

Heraf fglger ssetningen umiddelbart; desuden har vi — endnu engang —
faet en normeringsfaktor, der ikke sa ud som forventet, og endnu engang
kan dette bruges til at udlede en ny relation. Her fglger det jo at

Ved hjeelp af I'-funktionens funktionalligning kan man herefter udregne
vaerdierne i alle andre punkter af formen n + %:

()1 ()

()1 ()1

o)) D)t

Ved kombination af seetningerne 7.1.1 og 7.1.3 far man folgende resultat,
som viser sig at vaere vigtigt i forbindelse med de statistiske anvendelser:

SETNING 7.1.4. Lad Uy,...,U, vere uafhengige, normeret normal-
fordelte. Betragt for k < n de to afledte variable

R+ 407

7 =
Up +---+U?
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09

S=U+---+ U2
Da er Z og S stokastisk uafhengige. Z er B—fordelt med parametre 5
0g ”—gk, og S er x%—fordelt med n frihedsgrader.
I de statistiske anvendelser plejer man her, i stedet for den B—fordelte
variabel Z, at betragte

(U +---+U2)/k

M 7 i y ey oL

Dette svarer blot til en entydig transformation, idet

KV (n—k)Z

Z— " _ =Kz
(k) +kV o8 V=%0a-2

Fordelingen af V' kaldes F—fordelingen med (k,n — k) frihedsgrader. Be-
maerk at den, pa naer en skalaparameter, kan fortolkes som fordelingen
af forholdet mellem to uafhaengige y2—fordelte variable med henholdsvis
k og n — k frihedsgrader.

I tilfeeldet & = 1 betragter man oftere variablen
Uy
VUE+-+02)/(n 1)

hvis fordeling kaldes T—fordelingen med n — 1 frihedsgrader. Bemaerk
at der gzlder T2 = V, s& bortset fra T's fortegn (som fglger forteg-
net for Uy) er der igen tale om en transformation af V' (eller Z). Nar
frihedsgradsantallet n — 1 er stort ligner T—fordelingen en normeret nor-
malfordeling. Intuitivt folger dette af, at neevneren i udtrykket for T'
ifolge de store tals lov konvergerer mod 1, saledes at 7' =~ U; for n stor.

OpPGAVE 7.1.1*. Lad X vere I'fordelt med formparameter . Vis at
EX = var(X) = A. Hvad er middelveerdi og varians i x?—fordelingen
med n frihedsgrader ? Tegn tzethederne for x?fordelinger med 1, 2, 3
og 4 frihedsgrader.

OPGAVE 7.1.2*%. Lad Z veere B—fordelt med parametre (A1, Az). Vis at

A A
A1Az
(A1 4 A2)2(A1 + A2 + 1)
Tegn B—fordelingens taethed for (A1, A2) = (0.5,0.5), (1,1), (1.5,1.5),

(2,2), (3,3) og (4,6). To af disse fordelinger har vi truffet i anden
sammenhaeng. Hvor?

EZ

var(Z) =
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OPGAVE 7.1.3*.
(a) Vis at T—fordelingen med f frihedsgrader har taethed

FH1
p(t) F( - )

REAOICON

(Vink: Ifplge sin definition er T—fordelingen fordelingen af

U
T =
1 (7172 2
\/7 (U2 +--+U7)
hvor U,Uy,...,Uy er nathengige, normeret normalfordelte. Ifglge saet-
ning 7.1.4 er
U? ™ TP

Z: —_= —
U2+ U +---+U7) T2+f TP+ f

B—fordelt med parametre (1, g) Da |T'| athenger entydigt af Z kan
teetheden for S = |T'| beregnes, og da fordelingen af T' abenbart er
symmetrisk om 0 er det herefter ikke svaert at opskrive dennes taethed.
Bemeerk, at det til udledning af fordelingen af S = |T'| ikke er ngdvendigt
at skrive s = |t| som funktion af z og differentiere. Det er lettere, da
det hele alligevel skal skrives som funktion af s, at benytte satningen

om differentiation af omvendt afbildning).

Bemeerk, at T-fordelingen med f =1 er identisk med Cauchy—fordelin-
gen (opgave 5.4.4).

(b) Vis at middelveerdi og varians i T—fordelingen er givet ved

ET =0 for f > 2,

var(T) = 7 f 5 for f > 3.
(Vink: Ifglge setning 4.2.2 (c) er
E(T?) = fE(U*E ! = fE(Uz)Ei
Uf +---+ U} 2X

hvor 2X er x2-fordelt med f frihedsgrader, dvs. X er I'-fordelt med
A= g Her er det let at udtrykke E% som forholdet mellem to veerdier
af T—funktionen. Benyt herefter ['—funktionens funktionalligning).
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Den flerdimensionale normale fordeling 7.2

OPGAVE 7.1.4%*.
(a) Vis at F—fordelingen med (f1, f2) frihedsgrader har teethed

fi f2 5
2 £2 ,,5—1
f1? [P vz
fi+f2 °

B (%af_;) (fa+ fiv) 2

p(v) =

(Vink: F-fordelingen fremkommer pr. definition ved bijektiv transfor-
mation af en B—fordeling).

(b) Vis at middelveerdien i F—fordelingen er givet ved

BV = 22
fa—2
for fo > 2. (Vink: En F-fordelt storrelse kan teenkes fremkommet pa
formen x
vV — 1/f1
X2/ f

hvor X; og X, er uafhangige, x?>fordelte med f; og f, frihedsgrader.
Se vinket til (b) i foregaende opgave).

OpGAVE 7.1.5. Lad Ry, ..., R, vere stokastisk uathaengige, ligefordelte
pa enhedsintervallet. For et givet tal p €]0, 1[, seet k,, = [pn]. Vi kan
da opfatte R, (= den k,’te blandt de ordnede observationer, jvf.
eksempel 6.2.6) som p—fraktilen i den empiriske fordeling bestemt ved
observationerne Ry,..., R, (jvf. opgave 5.4.5). Vis at der for ethvert
e > 0 gaelder

P (|R(kn) —p| > 6) —0

for n — oo, dvs. “den empiriske p—fraktil konvergerer i sandsynlighed
mod den teoretiske p—fraktil”. (Vink: Variansen i fordelingen af R, fas
af opgave 7.1.2, idet fordelingen ifplge eksempel 6.2.6 er en B—fordeling.
Benyt Chebychev’s ulighed).

7.2. Den flerdimensionale normale fordeling.

Ved den normerede n—dimensionale normale fordeling forstas simpelthen
fordelingen af et st U = (Uy,...,U,), bestaende af n uafhaengige,
normeret normalfordelte variable pa R. En normal fordeling pa R"
defineres herefter som fordelingen af en variabel af formen

X=upu+CU (p € R™,C en n X n—matrix).

Bemeaerk at definitionen er helt analog til definitionen af en normal for-
deling pa R, idet positionsparameteren p blot er blevet til en vektor, og

129



Den flerdimensionale normale fordeling 7.2

skalaparameteren er blevet erstattet med en matrix (eller lineser afbild-
ning) C.

Vi begynder med nogle resultater, som vedrgrer den normerede forde-
ling. I de statistiske anvendelser af y2?-fordeling, F—fordeling og T—
fordeling dukker disse fordelinger ikke op pa helt sa simpel made, som
setning 7.1.4 antyder. Det er ganske vist rigtigt, at de altid kan taenkes
fremkommet ud fra normeret normalfordelte variable Uy, ..., U, pa den
angivne made, men disse vil igen vare givet som linearkombinationer
af de egentlige “observationer”. I praksis kraever udledningen af disse
fordelinger derfor yderligere et resultat. Vi giver en version af dette re-
sultat, og illustrerer dets betydning ved at vise en satning (7.2.2), som
har direkte relation til en simpel statistisk model.

Forst minder vi om nogle definitioner og resultater i forbindelse med
lineaer algebra og nm—dimensional geometri. Idet vi som ssedvanligt op-
fatter elementer i R™ som n x 1 sgjler, defineres det indre produkt af x
og y € R" som tallet

(£U|y) =T1y1+ -+ TpYn = l'/y-

Normen af x er givet ved

loll = V(ale) = \/at + - + 2.

For z,y € R™ er ||z — yl| siledes den szdvanlige (Euklidiske) afstand
mellem de to punkter x og y.

Et st eq, ..., e, af vektorer er en ortonormal basisi R™, hvis der gaelder
1 fore=y
eile;) =
(eiles) { 0 ellers.

En n xn—matrix kaldes ortonormal, hvis dens sgjler udggr en ortonormal
basis. Der gaelder

M ortonormal
<= M' ortonormal
=MM=MM =1

(hvor I betegner enhedsmatricen). De ortonormale matricer kan ogsa
karakteriseres ved den egenskab, at de tilsvarende lineaere afbildninger
bevarer indre produkter:

(Mz|My) = (Mz)' My = 3'M'My = 2"y = (z]y).
Specielt er de normbevarende:
[ Mz]| = |-
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SETNING 7.2.1. Lad eq,...,e, vere en ortonormal basis « R™, og lad
X = (Xy,...,X,) vere et set af uafhengige, normeret normalfordelte
variable. Definér

Da er Uy, ..., U, igen uafhaengige, normeret normalfordelte.
Eller, i en lidt mere matrix—orienteret formulering:

Lad X € R" vere normeret normalfordelt, og lad M vere en ortonormal
matriz. Da er U = M X igen normeret normalfordelt.

Bemaerk: For n = 2 har vi allerede konstateret dette resultats gyldighed
i beviset for den normale fordelings foldningsegenskab (satning 6.3.2);
i dette tilfeelde bestar en ortonormal basis jo netop af to vektorer af
formen (a, 8) og (—3,a) med o? + B2 = 1.

Bevis. Vi anvender transformationssaetningen for det linesere tilfzelde,
jvi. eksempel 6.2.4. Transformationen

x=(x1,...,2,) — u=((e1|x),..., (es|x))
kan pa matrixform skrives
r—u= Mz,

hvor M’ er den ortonormale matrix hvis sgjler netop er eq,...,e,. De-
terminanten for en sadan matrix er =1, og da M er normbevarende er
teethedens veerdi i punktet x = M~ tu

() o e
) ()
(i) e ()
() o)

Heraf folger seetningen umiddelbart.

SETNING 7.2.2. Lad Yi,...,Y, vere stokastisk uafhengige, identisk
normalfordelte med middelverdi p og varians o?. Definer gennemsnittet
Y og kvadratafvigelsessummen SSD ved

[

Y: 5(Y1+...+Yn),
SSD = (¥V; - 1Y)
=1
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Da er Y og SSD stokastisk uafhengige, Y normalfordelt (u,o?/n) og
SSD x2-fordelt med n—1 frihedsgrader og skalaparameter 0. For j =0

er stgrrelsen -
V/nY

\/ =7SSD
T-fordelt med n — 1 frihedsgrader.

Bemaerkninger. T statistisk sammenhzeng er Y det naturlige estimat for
pog s2 = ﬁSSD er det naturlige estimat for 02. T-stgrrelsen benyttes
til test for hypotesen pu = 0.

T —

BEevis. Lad X betegne den n—dimensionale variable, hvis koordinater
er de standardiserede variable X; = (Y; — p)/o, i = 1,...,n, som er
uafhaengige, normeret normalfordelte. Lad e; betegne enhedsvektoren
(ﬁ, cee, ﬁ) Det éndimensionale underrum udspeendt af denne vektor

bestar af alle vektorer af formen (¢,...,t). Det n —1-dimensionale orto-
gonale komplement til dette underrum udggres af vektorerne (z1, ..., x,)
med koordinatsum zy+:--+x, = 0. Lad es, ..., e, vaere en ortonormal
basis for dette underrum. Sa er ei,es,...,e, en ortonormal basis for
R". Set U; = (e;]X). Daer

Y=p+oX

1

:M+%U17
SSD = (Y1 —Y)? 4 -4 (Y, - Y)?
=0’ (X1 — X))+ + (X, — X)?)
=c*(Xi+--+ X2 - nX?
=o” (U +---+Uy) - U7)
=o*(Us +---+U?)
og for p =0 er
NS
\/ =7SSD
oy/nX
a\/ﬁ(U§+---+U3)
Uy
VU +---+U3)/(n-1)
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Efter disse omskrivninger fglger seetningen umiddelbart af resultaterne
fra foregaende paragraf.

Den generelle n—dimensionale normale fordeling. Betragt en variabel af
formen

X=p+CU

hvor U er normeret normalfordelt pa R", u € R™, C' en n x n-matrix.
Hvis den affine transformation u — p+Cu er bijektiv (dvs. C er reguleer)
kan vi opskrive teetheden for fordelingen af X (jvf. eksempel 6.2.4):

_p(C7 Mz — )
1) = =T qen0)]
_ L ox <_
Vo des()] Y

(© =) (€ o)

N = DN =

1 r(v—1\r~v—1 _
:m%et(cnex"(_ (&~ 0 (€O (a m)
1

1 Iy—1
= (27r)ndet(z)eXp<_5($_“)E (:v—u)>,

hvor vi i sidste omskrivning har indfert matricen ¥ = C'C’. Der gealder
jo sa

(C—l)lc—l — (O/)—lc—l — (00/)—1 — E_l.
Samtidig har vi omskrevet normeringsfaktoren ved hjalp af folgende
udregning;:

|det(C)| = \/det(C)2 = \/det(C) det(C") = \/det(CC") = \/det(X).

Hermed har vi udtrykt den generelle flerdimensionale normalfordelings
teethed ved parametre p og X, som svarer til middelveerdi og varians i
det éndimensionale tilfaelde. Parameteren p er fordelingens middelvaerdi
i den forstand, at der koordinatvis gaelder EX; = p;. Matricen ¥ er
fordelingens kovariansmatriz, dvs. den n X n—matrix hvis (7, j)’te ele-
ment er kovariansen mellem X; og X; (og hvis diagonalelementer saledes
er var(Xy),...,var(X,)). Denne sidste pastand er en elementzer kon-
sekvens af definitionen af et matrixprodukt. Vi vil senere bevise den for
n = 2. Opskrivningen af beviset i det generelle tilfaelde vil vi overlade
til leeseren, og vi vil i det hele taget ikke sige mere om den generelle,
n—dimensionale normale fordeling, men i stedet ga lidt mere i detaljer
med

Den todimensionale normale fordeling. Lad Uy og Us veere uathsengige,
normeret normalfordelte. En todimensional normal variabel (X,Y) fas
da ved

X = px + c11U;s + ¢12Us,
Y = py + 21Uy + c22Uos.

133



Den flerdimensionale normale fordeling 7.2

Under antagelse af, at koefficientmatricen

er reguleer kan vi opskrive fordelingens taethed pa samme made som i
det generelle tilfzelde. Men fgrst vil vi modificere konstruktionen lidt.
Ifplge seetning 7.2.1 (og beviset for seetning 6.3.2) kan vi, uden at det far
indflydelse pa fordelingen af (X,Y"), taenke os at Uy og Us er fremkom-
met ved transformation af to andre uathaengige, normeret normalfordelte
variable V7 og V5 pa formen

Ui = aVi + BVs,
Uy = —BV1 + aVs,

hvor «a og 3 er vilkarlige tal med kvadratsum 1. Ved at indsatte disse
udtryk for U; og U, i konstruktionen af X og Y far vi fremstillingen

X = px + (aci1 — Ber2) Vi + (Berr + acia) Va,
Y = My + (CYCzl — ﬁsz)Vl + (BCzl + C¥C22)V2.

Hermed har vi indset, at den samme todimensionale normalfordeling
kan fremkomme pa adskillige mader ved linezert affin transformation af
en normeret fordeling. Dette svarer til et faenomen, man ogsa kender
i dimension 1, hvor skift af en skalaparameters fortegn (for en normal
fordeling, eller mere generelt for en symmetrisk fordeling) ikke vil zendre
fordelingen. Vi kan udnytte dette til at vaelge koeefficientmatricen pa en
made, som letter de folgende overvejelser. Ved at vaelge (o, 3) som en af
de to enhedsvektorer, der er vinkelret pa vektoren (c12,c11), opnar vi jo
en fremstilling, hvor anden koefficient i fgrste linie er 0. Med passende
nye betegnelser kommer den herefter til at se sadan ud:

X = pux +aVi,
Y = py +0Vi +cVa.

Herefter kan vi glemme alt om den mere generelle fremstilling, vi be-
gyndte med, idet enhver todimensional normalfordeling kan konstrueres
pa denne made.

Vi indfgrer folgende betegnelser:
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Til udledning af fordelingens taethed kan vi nu udnytte den udregning, vi
allerede har gennemfort i det generelle tilfaelde. Vi indfgrte dér matricen
¥ = CC’, som i dette tilfaelde bliver

n_|@ 0l [a b] _ [a? ab B o% pPOXOy
b | |0 | |ab VEP4+c2| | poxoy o2 '
Bemeaerk, at dette er fordelingens kovariansmatrix, i overensstemmelse

med hvad der blev sagt om ¥ i det generelle tilfaelde. Inversion af denne
2 x 2-matrix efter en velkendt metode giver

E_l _ 1 |: 0-)2’ _PUXUY]

3 2 2
ox0y — (poxoy)? | —poxoy ox

1 —p
_ 1 T oxov
= i ) _
e =
Her ma vi forudszette p2 # 1. Tilfseldet p = £1, hvor kovariansmatricen

abenbart er singuleer, svarer til en fordeling som er koncentreret pa en
linie, jvf. seetning 4.4.1 (b).

Tewetheden for (X,Y) fas herefter (ved at indsatte i formlen fra det n—
dimensionale tilfzelde) til

exp (—%[m—ux y—py ]! {““XD

Y — Uy
(27)2 det (D)

q(z,y) =

_ exp <—2(1ip2) <(m_lgx)2 + (Z/—léy)2 _ 2p(w—ux)(y—uy)>)

o5 o3 oxoy
V(@r)?o%of (1 - p?)

Niveaukurverne for denne funktion af to variable ses at vaere koncen-
triske, ligedannede ellipser med centrum i (px, uy ). Disse ellipsers form
og orientering i forhold til akserne bestemmes af parametrene 0%, o
og p. For p = 0 fas abenbart ellipser med hovedakser, som er parallelle
med koordinatakserne. Forholdet mellem lzengden af den vandrette og
den lodrette akse er ox /oy. For p # 0 fas ellipser, som ligger skaevt i
forhold til koordinatsystemet. Haeldningen af den lzengste hovedakse far
samme fortegn som p, og hovedreglen er, at veerdier af p neer +1 svarer
til langstrakte ellipser, som ligger tydeligt skaevt i forhold til akserne. 1
tilfeldet ox = oy har den leengste hovedakse haeldning +1 (med samme
fortegn som p). Ellipsens “fladtrykthed” er i dette tilfzelde givet ved at

1+|p]
1—|pl"

Korrelationens fortolkning som et mal for graden af samvariation mellem
de to variable fremgar tydeligt af ovenstaende. En alternativ beskrivelse

forholdet mellem laengste og korteste hovedakse er
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af en sadan samvariation far man ved at se pa, hvorledes den betingede
fordeling af Y, givet X = x, athaenger af x.

Her bliver vi ngdt til at indskyde en bemaerkning om betingning i det
kontinuerte tilfzelde. Vi har tidligere konstateret, at definitionen af en
betinget fordeling, givet en haendelse med positiv sandsynlighed, kan
overfgres stort set usendret fra det diskrete tilfzelde (opgave 5.4.2 og
5.4.3). Det gaelder ogsa for flerdimensionale kontinuerte fordelinger.
Men da haendelsen {X = z} har sandsynlighed 0, ma der en anden de-
finition til i dette tilfeelde. Man kan give gode argumenter for folgende
definition: Hvis (X,Y’) har en fordeling i planen med tzethed p(x,y), sa
er den betingede fordeling af Y, givet X = x, givet ved teetheden

_ plz,y)
plyle) = Jo(z,y)dy

Altsa: Teaetheden for en sadan betinget fordeling far man ved at opfatte
p(z,y) som funktion af y (x fast) og normere den til en teethed. Bemaerk
at integralet i naevneren netop er taetheden for den marginale fordeling
af X, udregnet i punktet z, sa vi far identiteten

p(z,y) = q(z)p(y|z)

hvor ¢ er taetheden for fordelingen af X. Alene denne formel, som
helt svarer til en simpel relation mellem sandsynlighedsfunktioner i det
diskrete tilfeelde (f.eks. for fordelinger pa Z x Z) er et godt argument
for definitionen. Et andet argument er, at den foreslaede betingede for-
deling fas som graense for den (veldefinerede) betingede fordeling af Y,
givet X € [z, z + h], for h — 0.

Vi vender tilbage til den todimensionale normale fordeling. Fremstil-
lingen af p(z,y) pa formen q(z)p(y|z) fas her ved fglgende omskrivning:

(z—px)® | (y=pv)’ (z—px)(y=pv)
oxp (ot (R 4 P 2

V(@m)Pokoy (1-p?)

2 2 2
(a2 e o )

1 ( 1
\/271'0'%( 203(
1 i (= (oot n)
exp| ———=s—— | Y — —(z —
2102 (1 — p2) 202 (1 — p?) Hy PUX Hx
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Eftersom forste faktor i sidste udtryk netop er den marginale taethed
for fordelingen af X (normalfordelingen med middelveerdi px og varians
0%), méa den anden faktor som funktion af y vere tetheden for den
betingede fordeling af Y, givet X = z. Vi konkluderer, at denne betin-
gede fordeling ligeledes er normal, med middelveerdi py + pZ= (2 — px)
og varians 0% (1 — p?). Bemark at denne varians ikke afhanger af .
For p # 0 er den mindre end variansen o% i den marginale fordeling
af Y, hvilket intuitivt har den forklaring, at kendskab til X saetter os
i stand til at forudsige Y mere preecist end det er muligt uden kend-
skab til X. Middelveerdien py + pZ=(z — px) i den betingede fordeling
kan fortolkes som det bedste geet pa veerdien af Y, baseret pa den ob-
serverede veerdi x af X. Bemaerk, at denne betingede middelverdi (som
den kaldes) athzenger linesert af . Dette er, ligesom den ovenfor be-
maerkede egenskab at variansen i den betingede fordeling er konstant,
noget helt specielt for den todimensionale normale fordeling. Haeld-
ningen pZ2- af den linie, der beskriver Y’s betingede middelvzaerdi som
funktion af x, kaldes regressionskoefficienten. Bemark at den har samme
fortegn som p, og for ox = oy er den simpelthen lig med p. Heri ligger
en klar bekraeftelse af korrelationskoefficientens relevans som et mal for
graden af samvariationen, i hvert fald for den todimensionale normale
fordelings vedkommende.

Efter alle disse besvarlige udregninger kan vi nu glaede os over at have
naet en konklusion, som i virkeligheden fremgar umiddelbart af den op-
rindelige konstruktion af X og Y ud fra normerede variable V; og V5.
Hvis man, ved at regne baglaens, udtrykker de oprindelige koefficienter
a, b og ¢ ved parametrene ox, oy og p far man nemlig (som én af lgs-
ningerne — de tre andre fremkommer ved passende skift af fortegn pa a,
b og c)

a—=0Xx,
b= poy,
c=+/1-p3oy.

Vi kan derfor skrive den oprindelige konstruktion pa formen

X =px +oxVi,
Y:/j,y+p0'yV1+ 1—,020'YV2
oy
=py + p— (X — px) + V1= ployVs.
ox
Af denne opskrift fremgar det tydeligt, at den eneste fornuftige forudsi-
gelse af Y efter observation af X gar ud pa at opfatte Y som normal-

fordelt med middelveerdi py +p2% (X — px) og varians o3 (1 — p?). At
kende X —eller V; — er jo det samme som at kende andet led i det sidste
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udtryk for Y. Og sidste led kan vi ikke forudsige pa anden made end
ved at angive dets fordeling, eftersom V5 er stokastisk uafthaengig af det
vi har observeret.

OPGAVE 7.2.1. Vis at regressionslinien (som den kaldes) i den todimen-
sionale normale fordeling

Oy
y = py + —p(r — px)
ox

kan karakteriseres som den linie gennem (px, iy ) der skeerer konturel-
lipserne i de punkter hvor de har lodret tangent.

OPGAVE 7.2.2. Vis for den todimensionale normale fordeling med ox =
oy at forholdet mellem laengste og korteste hovedakse for konturel-

lipserne er ,/E—IZI. (Vink: En sadan fordeling kan konstrueres ved en
45° rotation af fordelingen af (aUy, bUs)).

7~ 117777777
-,, ...... []
!.,.,.n.....ll..l

Teaetheden for den normerede todimensionale normalfordeling
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